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(1. Elementi teorije gredaka

Mnogi problemi iz Zivota mogu se uspjesno rijeSiti koriStenjem matematike. Pojavom i razvojem
racunara ova primjena matematike je i intenzivirana, pa danas matematika ima primjenu u skoro
svim oblastima ljudske djelatnosti. Pojave ili procesi koji se bitni u nekom realnom problemu, koji se
rjeSava, moguce je predstaviti preko matematickog modela tog problema. Ovaj matemati¢ki model
su neke jednacine (algebarske, transcedentne, diferencijalne, integralne ili dr.) ili odgovarajuci
sistem jednacina.

Pomenuti matemati¢ki model mozemo predstaviti na sljede¢i nacin

F(x,d) =0, (1.1)

gdje d predstavlja polazne podatke od kojih zavisi rjeSenje x, a F’ je neka funkcionalna veza izmedu
x1id. U zavisnosti od same prirode problema koji se analizira, x i d mogu biti brojevi, vektori ili
funkcije. U formulaciji ovakvog matematickog modela pojavljuju se i odredena pojednostavljenja.
U slucaju jednostavnih i grubih modela, rjeSenja se Cesto mogu odrediti analitickim metodama.
Dobri modeli su najcesce sloZeni, te se za njihovo rjeSenje koriste metode numericke matematike.
Naravno i kod konstruisanja odnosno formulacije ovakvih dobrih modela mora se voditi ra¢una
o sloZenosti, da ne bi rjeSavanje modela bilo suvise komplikovano ili neekonomic¢no po pitanju
resursa (vrijeme potrebno za dobijanje rjeSenja, karakteristike koriStenih raCunara, itd.). Dakle,
matematicki se model, zbog pomenutih pojednostavljenja, razlikuje od polaznog realnog problema.
Pri formulaciji matematickog modela (1.1) Cesto se koriste i polazni podaci koji su dobijeni nekim
mjerenjem. Kako se podaci dobijeni mjerenjem uvijek razlikuju od stvarne vrijednosti, i oni ¢e
uticati na dostupanje matematickog modela od posmatranog realnog problema. Ako sa xzp oznacimo
rjeSenje posmatranog realnog (fizickog) problema, a sa x rjeSenje matematickog modela odnosno
problema (1.1), tada je e,, = xp —x greSka matematickog modela ili neotklonjiva gre§ka. Ovu
gresku moguce je smanjiti konstruisanjem boljeg matematickog modela i poveanjem tacnosti
polaznih podataka, ali to nije predmet proucavanja numericke matematike.

Problem (1.1) u opStem slucaju nije moguée tacno rijesiti, pa se pribjegava racunanju aproksi-
mativnog rjeSenja, odnosno numeri¢kog rjeSenja. Da bi dobili numericko rjeSenje problema (1.1)
potrebno je upotrijebiti neku numericku metodu. U opStem slucaju numericku metodu moZzemo
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1.1

Apsolutna i relativna greska Poglavije 1. Elementi teorije gresaka

predstaviti nizom diskretnih zadaka
F,(x,,d,)=0,n=1,2,... (1.2)

koji zavise od nekog parametra diskretizacije koji ¢e biti definisan u svakom konkretnom slucaju.
Razlika e,, = x — x,, izmedu rjeSenja problema (1.1) x i rjeSenja x,, numerickog problema (1.2) naziva
se greSka numericke metode.

Cesto se ni diskretni problem (1.2) ne moZe ta¢no rijesiti, ve¢ se i on mora rjeavati nekom
numerickom metodom. Na primjer, ako su u (1.2) pojavljuje sistem linearnih algebarskih jednacina
velikog reda, onda se rjeSenje ovog sistema dobija primjenom neke direktne ili iteracione metode za
rjeSavanje sistema linearnih algebarskih jednacina. Kako je pri rjesavanju (1.2) prakti¢no neizbjezno
koriStenje racunara, javljaju se i greske vezane sa predstavljanjem brojeva u raunaru, kao i greske
vezane sa masSinskom aritmetikom. Sada umjesto rjeSenja x,, problema (1.2) dobijamo njegovu
aproksimaciju X,. Razlika e, = x,, — X, izmedu rjeSenja x,, i izraCunate aproksimacije X, naziva se
racunska greSka, masinska greska ili greSka zaokruzivanja. Na kraju, razlika izmedu rjeSenja xp
realnog (fizickog) problema i izraCunatog rezultata £,,, odnosno ukupna greska e jednaka je

e=xp—%,=(r—x)+(x—x,)+(x,—%,) =e,+e,+e,. (1.3)

Apsolutna i relativha greska

Neke brojeve, na primjer 7, /3, %, ..., ne moZemo zapisati pomocu konacnog broja cifara. Pa

se u konkretnim kalkulacijama koriste njihove priblizne vrijednosti, tj. brojevi koji su odredeni
kona¢nim brojem cifara. Kako je ve¢ pomenuto, danas se racunari uglavnom koriste u Numerickoj
matematici za dobijanje rezultata, a zbog nacina predstavljanja brojeva u raCunaru i samog izvodenja
operacija i rezultati su Cesto pribliZni brojevi.

Neka je a tadan broj (ta¢na vrijednost neke veli¢ine), a ™ je njegova priblizna vrijednost i tom
slucaju pisemo

a~a (1.4)

i kazemo a je priblizno jednako a*. Takode za a* kaZemo da je aproksimacija broja a.
Definicija 1.1.1 Razlika a —a” izmedu taénog a i pribliznog broja a* nazive se greska prib-
liznog broja a*. Apsolutna greske je apsolutna vrijednost razlike taénog a i pribliznog broja a*,
tj.

Ad” =|a—a"|. (1.5)

N) U literaturi uobicCajeni su i nazivi greSka aproksimacije, te stvarna greSka za greSku pribliznog
broja i apsolutna greska aproksimacije za apsolutnu gresku.

u Primjer 1.1 PribliZne vrijednosti broja 7 = 3.14159265358.... su brojevia} =3.14; a> = 3.142; a3
3.14159 itd. "

Vidimo da pribliZan broj a”, broja a nije jedinstveno odreden, te da greka pribliznog broja moze
biti pozitivan ili negativan broj.

Rijetko je poznata tacna vrijednost a, ali je poznato da se greSka pribliZznog broja kreée u
segmentu [—€,€], € > 0. Sada vrijedi

|a—a*| <e&. (1.6)
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Poglavije 1. Elementi teorije gresaka Apsolutna i relativna greska

Broj € nazivamo granica greske pribliznog broja. Nejednakost (1.6) sada moZemo pisati u obliku
a’-eg<a<a +e. (1.7)
Po dogovoru se nejednakosti (1.6) i (1.7) zapisuju u obliku
*
a=a *E€. (1.8)

Tagna vrijednost a za koju je poznata priblizna vrijednost a* i granica greke pribliznog broja € je
iz segmenta [a* — €,a” + €]. Nastoji se da granica greske pribliznog broja & bude §to je moguce
manja jer je tada odredenost trazenog broja veca.

N) Vrijedi

Ad” <e. (1.9)

Granice greSke pribliZnog broja ne daje uvijek pravu sliku o greski, Sto je vidljivo iz sljedeceg
primjera

m Primjer 1.2 Mjerena je duZina neke cijeve i njen precnik i dobijeni su sljedeéi rezultati
R=20+1mm, d=2500+1mm.
Granice greSaka su iste za obje mjerene veli¢ine, medutim ako uporedimo duZinu cijevi i njen
precnik, izmjerena duZina cijevi je preciznija. ]
Prethodni primjer daje opravdanje za uvodenje nove greske.
Definicija 1.1.2 Odnos izmedu apsolutne greske Aa™ i apsolutne vrijednosti taénog broja

. . v * oo ey
a, a #+ 0 nazivamo relativna greSka da” i piSemo

_ Ad”
la|

Sa*

(1.10)

Relativna greska je u stvari veli¢ina apsolutne greske izmjerena u odnosu na posmatranu veli¢inu a.
« s . v * v . v . v * . . v
Znajudi relativnu greSku 6a™ mozemo izralunati procentualnu gresku da” - 100 koju izraZzavamo u
. . . v * .. « oqe
procentima (%), i promilnu gresku da” - 1000 koju izraZavamo u promilima (%o).

v v .. v v .. . . * . “ v
N) Posto tatna vrijednost a najcesce nije poznata i kako je @~ = a, onda se relativna greSka Cesto
izrazava na sljedeci nacin

A *
6a*z|a—i’|,a*¢0. (1.11)

. “ * g qen . * v . . v
U nastavku relativnu greSku da” pribliznog broja a” ra¢una¢emo na ovaj nadin.

m Primjer 1.3 Relativna greska za R i d iz Primjera 1.2, su

R* 1
AR L 005 84t~ = — =0.0004. (1.12)

OR™ =
[R*] 20
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1.2

Znacajne i sigurne cifre Poglavije 1. Elementi teorije gresaka

Znacajne i sigurne cifre
U direktnoj vezi sa greskom pribliznog broja a* je pojam sigurne cifre tog broja. U decimalnom
brojnom sistemu svaki realan broj moZemo napisati u obliku

x = *a,a,_1a,-7**-a1ay.a_1a_o"**, (1.13)

gdje sua; € {0,1,...,9} decimalne cifre, a n je nenegativan cio broj. Predstavljanje realnog broja
sa (1.13) sadrZi informaciju o znaku realnog broja, te o cjelobrojnom i razlomljenom dijelu koji su
odvojeni decimalnom ta¢kom (zarezom). Ovakvo predstavljanje realnih broja ima sljedece znacenje

x=£(a,10" +a,110"" + -+ @10+ ag +a_ 107 +-+-). (1.14)

Definicija 1.2.1 Svaka cifra broja, izuzimajuci nule koje sluZe za fiksiranje decimalnih mjesta,
naziva se znacajnom cifrom tog broja.

N) Drugim rijeCima, znacajne cifre realnog broja zapisanog u obliku (1.13) su sve cifre u
njegovom zapisu pocev od prve cifre sa lijeve strane koja je razlicita od nule.

m Primjer 1.4 Brojevi 234.1, 23.41, 2.341, 0.2341, 0.02341 imaju Cetiri znacajne cifre, dok brojevi
0.1,0.12,0.123,0.1230, 0.12300 ima jednu, dvije, tri, Cetiri i pet znacajnih cifara, respektivno. m

Posmatrajmo sada tacan broj

a=0,10" +a, 10"+t o, 10" ra, 10" 4 e (1.15)
gdje je m cio broj, i priblizan broj a” broja a
= 10"+ o 10" o, 10" 10T e (1.16)
koji ima n jednakih prvih cifara kao i broj a.
Procijenimo sada apsolutnu gresku Aa”, vrijedi
Ad” =la-d"|= |(am_n — 0 ) 10" 4 (et = Oy ) 10777 4

< [0 = OCn:_n| 107" + | Ot — G 1| 107" 4 ...

<9(10"" 410" 4+ ) =910 (14107 + -+

_ 1 —n 10 _
=9-10"" 1+ ——=9-10"". & = 10"\, (1.17)
1-L 9
10
Dakle, apsolutna greska Aa”™ pribliznog broja a* koji ima prvih n cifara jednakih kao tatan broj
a, nije veca od dekadskog &inioca u ovom slucaju 10" "', A 10" """ je dekadski Einioc koji
odgovara posljednjoj cifri koje su jednake kod brojeva a i a* (brojimo sa lijeve strane).

Definicija 1.2.2 Znacajna cifra o,,_;,, pribliznog broja (1.16) naziva se sigurnom (pouz-
danom), ako je

(1.18)
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Poglavije 1. Elementi teorije gresaka Znacajne i sigurne cifre

Ocigledno, ako je @,,_,,; sigurna cifra, onda su sigurne i cifre lijevo u zapisu pribliznog broja
(1.16), 4. O, ..., O _psa.

u Primjer 1.5 Dati su taan broj a i njemu priblizan broj a*. Odrediti broj sigurnih cifara pribliznog
broja

(a) a=12.24531ia" =12.237
RjeSenje: Vrijedi

Ad* = (122453 -12.237| =0.0083 = 0.83-10 > = .083-10' <0.5-107".

Iz Definicije 1.2.2 je Aa” < % 10", U nagem primjeru je m = 1 te je
Ik 1
5'10 =§'10 =Sl1-k+1=-1=k=3.

* . . . .
Dakle a™ ima tri sigurne cifre.

() a=mwia" =3.14159
RjeSenje: Vrijedi

Ad* = | —3.14159] = 0.0000026535--- < 0.27-10° < 0.5-10".
Sada je
0—k+1=-5<k=6.

*x . v . . .
Dakle a” ima Sest sigurnih cifara.

1.2.1 Zaokruzivanje brojeva
Vrlo Cesto je u konkretnim kalkulacijama potrebno smanjiti broj znacajnih cifara kod brojeva koji
se koriste u tim kalkulacijama, bilo da se radi o iracionalnim brojevima, racionalnim brojevima sa
beskonacno mnogo cifara ili o racionalnim brojevima sa kona¢nim brojem znacajnih cifara. Ovo
smanjenje moguce je uraditi na dva nacina. Prvi nacin je jednostavno ostavljanje prvih n cifara
broja nepromijenjenih dok se ostale cifre jednostavno odbace (eng. chopping), a drugi nacin je
zaokruZivanje (eng. rounding).
ZaokruZivanje broja na n cifara vr§imo po pravilu parne cifre’' ’2, na sljedeéi nacin

1. Ako je prva odbacena cifra (cifra na n + 1-mjestu) manja od 5, ostaviti zadrZane cifre ne
promijenjene;

2. Ako je prva odbacena cifre veéa od 5, poveéati posljednju zadrZanu cifru (na n—tom mjestu)
za 1;

3. Ako je prva odbacena cifra 5, a bar jedna cifra iza (desno) nje je razli¢ita od nule, povecati
posljednju zadrZanu cifru za 1;

4. Ako je prva odbacena cifra 5, a iza nje su sve nule, ostaviti posljednju zadrzanu cifru
nepromijenjenu ako je ona parna, a ako je ona neparna povecati je za 1.

'ovo pravilo je u skladu sa IEEE aritmetikom pokretnog zareza, vidjeti npr. Cheney [5]
2U literaturi dostupna su i drugacija pravila za zaokruZivanje, vidjeti npr. Scitovski [&]
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1.3

Greske kod racunanja vrijednosti funkcije Poglavije 1. Elementi teorije gresaka

Ako je

m—1

—n+1 —
a =0, 10" + 0 10" 4 +or 4 0y 1 10" 0y, 107 4

broj kojem smo smanjili broj cifara na prvi na¢in (jednostavno ostavili prvih n cifara a ostale
odbacili), a @ je dobijeni broj, greska je

la—a| <10™"*", (1.19)
a ako je 4 dobijen zaokruZivanjem broja a na n cifara, greSka je
1
ja—al < 5-10" s (1.20)
m Primjer 1.6 ZaokruZiti dati broj a na pet i dvije decimale
1. a =2.2347750000
RjeSenje:
a=1223478, a=2.23;
2. a=2.2687450000
RjeSenje:
a=12.26874, a=2.27.
|
Greske kod racunanja vrijednosti funkcije
Neka je zadana funkcija n promjenljivih f(xi,...,x,) definisana i diferencijabilna po svim argu-
menima u nekoj oblasti. Pretpostavimo da nisu poznate ta¢ne vrijednosti promjenljivih xq,...,x,,
nego umijesto njih znamo priblizne vrijednosti x] ,...,x, . Potrebno je izralunati vrijednost apsolutne
greske funkcije f u tacki x* = (x],...,x, ) ako je u skladu sa (1.8), x; =x] + Ax;,i=1,....n
Na osnovu Lagrageove teoreme o srednjoj vrijednosti vrijedi
af (xlv ) )
= o) = £ x| = Z—(x,-—x?) , (1.21)
1 ax,-
gdje je X; izmedu x; i x . Dalje vrijedi
n ~ n ~
af(xh'"v af(xla xn) af(xlv xn) *
Z——jz—— - 2 = L ——Er——A,(um
=
Posto vrijednosti X; nisu poznate, umjesto f(xé—x”) koristi¢emo of (X‘g;f" ), pa dobijamo formulu
za apsolutnu gresSku vrijednosti funkcije K l
of (xt,....xr
ACTI Y N %, (1.23)
Bx,-

a relativnu gresku pribliZzne vrijednosti funkcije je sada
.« Af

VAl
gdieje f* = f(xT,..,x)

5f (1.24)
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Poglavije 1. Elementi teorije greSaka Greske kod racunanja vrijednosti funkcije

N) Umesto relacija datih u (1.23) i (1.24), mogu se koristiti i sljedece relacije

SRSV N (1.25)

« AfF
Sf = .
P =T

(1.26)

Ovakve greske se nazivaju linearna ocjena apsolutne i relativne greSke vrijednosti funkcije,
vidjeti viSe u npr. Bahvalov [2].

m Primjer 1.7 IzraCunati apsolutnu i relativnu gresku pri raCunanju zapremine lopte V = §r37r, ako
je poluprec¢nik lopte r = 10.3+0.02cm, a ©° = 3.14.
RjeSenje: Vrijedi

=103, Arf=0.02, 7% =3.14, AT ~ 0.00159265

ov(r,m* 2w
%:4@ Yr =4.(10.3)2.3.14= 1332.49
ov(rt,m*) 4
TR0ty =3 2 (103’ = 1456.97
v v .
AV* = l% Ar*+|% AT = 1332.49-0.02 + 1456.97 - 0.00159265 = 28.97.
Sada je

4
V= g(r*)%* + AV* = 4574.88 +28.97.

Kako je AV* ~28.97 = 0.2897-10° < 1. 10°7**!

zaokruZiti V* ~ 4600. I na kraju relativna greska je

, sigurne su samo dvije cifre pa mozemo

0 |=

. AV

oV x ——
V*

= 0.006332 = 6.3%o

m Primjer 1.8 Po kosinusnoj teoremi, ako su za neki trougao poznate duZine stranica a i b, te ugao
izmedu njih 7, duZina tree stranice c¢ se racuna koristec¢i formulu

¢ =d’>+b° —2abcos Y.

Ako je za trougao AABC poznato a = 10.2+0.05cm, b =7.5+0.05cmiy= 31.3°+ 0.050, odrediti
apsolutnu i relativnu gresku pri raCunanju stranice c.
Ystep* T

RjeSenje: Vrijednosti za uglove pretvoriti iz stepena u radijane po formuli V,,; = 80"

DuZinu stranice ¢ racuna se po formuli

c= \/a2 +b> —2abcosy.

Samir Karasulji¢ 13



Greske kod racunanja vrijednosti funkcije Poglavije 1. Elementi teorije gresaka

Vrijedi

313-1 . 0057

a* =102cm, Aa” =0.05cm, b* =7.5cm, Ab™ =0.05cm, }/* =180 AY = 130

de(a”,b"y") _ @ —b cosy” = 0.697400
da \/(a*)2+ (b*)? —2a*b* cos y*

de(a”,b"y") _ b" —a’cosy" = —0.223569
W @V (6" —2a" b cosy

LA a’bsiny’ =7.310161.
y V(@) +(b*)? = 2a*b* cos y*

Sada je apsolutna greska Ac”

L 8c(a*,b*,y*) * 8c(a*,b*,y*) * 3C(a*ab*>7’*) *
AC_TAa+TAb+8—}/AY
=(0.052428.
Vrijedi

¢ =\(a*)2 + (b*) = 2a*b* cosy* = 5.4367

Ac® = 0.052428 = 0.052428 - 10° < 0.5=0.5-10° = 0.5- 10!

)

. . . . v ve,r X . v .
dakle sigurna je samo prva cifra, pa je moZemo zaokruZiti ¢ = 5. Relativna greska je

*

St ~ |Ac_f| ~ 0.0096433 ~ 1%.

n
m Primjer 1.9 Ako je poznato x; = 1£0.005, x, = 1 £0.005, x3 = 0.1 £0.005, izraCunati vrijednost,
te apsolutnu i relativnu gresku funkcije f R’ SR, F(x1,x0,x3) = x +xe tatki A(1,1,0.1).
RjeSenje: Vrijedi
xf=1,x =1,x3 =0.1, Ax] =0.005, Ax; =0.005, Ax; =0.005,
Flxr g, x) = £(1,1,01) =1+ 1-¢ 2% ~ 1.81873

Of (3t 3,58 _

1
8x1 ’
a * * * o X
Ifai . x) 24 ~ (.81873,
8x2
8 * * * _Ax
O Wx2,5) e 28 Ly 63746,
8x3
dalje je
5 . o x 9 *x  *x * p) * Kk *
PN A LS D) e PG D) A i RGP
8x1 axz aX3

=1-0.005+0.81873-0.005 +1.6375-0.005 = 0.01728.
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Poglavije 1. Elementi teorije greSaka Inverzni (obratni) problem greske

Kako je

Af* 001728 =0.1728-10"' <0.5-107' =0.5-10°7**",

Af” ima dvije sigurne cifre, pa je f* ~ 1.8. Relativna greska je

« I

=~ —— = 0.0095 = 1%.
Fad

6f

1.4 Inverzni (obratni) problem greske

Inverzni problem greske je odredivanje granice dopustivih vrijednosti gresaka argumenata za koje
greSka funkcije ne prelazi unaprijed zadanu vrijednost. U slucaju funkcija jedne realne promjenljive,
ako je ta funkcija diferencijabilna vrijedi

f(x) = f") + f (B (x=x"), (1.27)

gdje je X izmedu xix*. Sada za f'(%) # 0, vrijedi

o f) = fxT)

X—x = ——"—". (1.28)
f1(x)
Kako ne znamo %, to je
* Af* ! *
Ax = ——— f(x ) #0. (1.29)
£ ()] )

Ako je f funkcija od n argumenata, tj. f(xi,...,x,), onda se zadavanjem greske funkcije zadaje
samo jedna veza izmedu n nepoznatih Axj,..., Ax, . Ako je poznata apsolutna greska vrijednosti

funkcije (1.23), dodatni uslovi koje apsolutne greSke argumenata treba da zadovoljavaju obi¢no se
definiSu na jedan od sljedecih nacina

1. Princip jednakih uticaja (doprinosa, efekata)
Neka vrijedi

Af (i, %)
8x1

If(x sy

*
3 AX,,
'x}’l

*
Axl :...:l

te zbog (1.23) vrijedi

If (i, xm)
8xk

* *
Axk,

Af

i na kraju

N Af ~
DXy ~m,k—l,...,n. (130)
n 6xk

2. Princip jednakih apsolutnih greSaka
Neka je sada

* *
Ax] == Ay
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Inverzni (obratni) problem greske Poglavije 1. Elementi teorije greSaka

ponovo zbog (1.23) imamo

n * *

af(xy,...,x
Af*zAx]:Z f(l n) 7
j=1

&Xj
te dobijamo
A *
AXp x — f k=1,....n. (1.31)
Z af(xl ). xn)
= 8xj

3. Princip jednakih relativnih greSaka
Neka je sada

* *
Ox| =+ =08x,,

te ponovo zbog (1.23) imamo

*

R ol ATl N | & |arGd,. )

Aff Ry [FE —| |

/Z; ax] I]I ; x] / J
oG m) |
xi|,k=1,...,n,
a1
pa je

Axp x — A il =1,...,n. (1.32)

Zx*afm, )|
8xj

j=

m Primjer 1.10 Potrebno je izradi pravilnu Sestostranu piramidu, duZine stranice baze a = 3.5cm i
duzine visine boc¢ne stranice 4 = 7.2cm. Odrediti najvece dopustene apsolutne greske promjenljivih
a i h, tako da se povrsina izradene piramide razlikuje najvise za AP* = 0.5 od predvidene. Zadatak
uraditi koristeéi sva tri principa.
RjeSenje: Povrsinu zadane piramide ra¢unamo po formuli
334"
2

P=B+0= + 3ah.

1. Princip jednakih uticaja
Vrijednost najvece dopustene apsolutne greske argumenenata racunamo po (1.30), tj.

. Af ~ y .
Axy = T k=1,...,n. UnaSem slucaju je
Bxk

AP*
JP(a* %)

2 da

. AP”

Ah = W’ (133)

oh

*
Aa =
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Poglavije 1. Elementi teorije greSaka Zadaci za vjeZbu

i

M =3v3a+3h
da

oP(a*,h™) _
oh -

Koristeci prethodne relacije i uvrStavajuci odgovarajuce vrijednosti dobijamo

AP* 0.5

*
Ad = I = 0.0062835
2|8P(Z )| 2(3v/3-3.5+3-7.2)
a
. AP* 0.5
Ah = 573,35 — 0-0238095.

dP(a* ,h*)
2|

2. Princip jednakih apsolutnih gresaka

Vrijednost najvece dopustene apsolutne greske argumenata racunamo po (1.31), tj.

*

Axp = af =1,...,n. Sadaje
¢ s-[ortd o) !
=i 8xk
— h AP*
Ad =2 Iap(a ) )
0.5
= (0.0099430.

3v3-35+3-72+43-3.5

3. Princip jednakih relativnih greSaka

Vrijednost najvece dopustene apsolutne greske argumenata racunamo po (1.32), tj.

* Af |.X]\ | .
Axy = =1,...,n. Sadaje
Z )C af(xlav - Xn )
Jj=1 Xj
Ad” AP |a’] 0.0081451
a = =0.
P(a* h*) oP(a* h*)
ar = |+ |G
. NN )
Ah™ = *8P(a Y[ (e ) =0.0167557.
da oh

1.5 Zadaci za vjezbu
1. (a) Staznadi da priblizni broj a* = b X 10™ +b}_, X 10"~ + -+« ima n sigurnih cifara?
(b) Odredi broj sigurnih cifara broja a = 0.003527 £ 0.0005 i prema tome ga zaokruZite.
(c) Ako je a = 21.537+0.0005, koliki je broj sigurnih cifara priblitiog broja ¢*. Kolika je

njegova apsolutna i relativna grteSka?

2. (a) Definisati broj apsolutnu i relativnu gresku pribliznog broja a*.
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Zadaci za vjeZbu Poglavije 1. Elementi teorije gresaka

(b) Ako je a = 83722.61 +0.0005, koliki je broj sigurnih cifara pribliznog broja a*. Kolika
je njegova apsolutna i relativna grteska?

(c) Nekajea =123.004567 +£0.00005 i b = 3.4567 £ 0.0005. Odredite broj sigurnih cifara
brojeva a i b i zaokruZiti ih na sigurne cifre. Procijeniti apsolutnu gresku broja z = a + b.

3. (a) Kako se defini$u sigurne cifre aproksimacije a” realnog broja a € R?
(b) Broj a = 21.31257 zaokruziti na dvije, tri te na Cetiri decimale.

(c) Broja =61.95295 zaokruziti na dvije, tri te na Cetiri decimale.

4. (a) Nekaje f:R — R funkcijaix; = x £ Ax;", i =1, 2. Napisati formulu za odredivanje
apsolutne greske funkcije.
(b) Neka je r =2.537 +0.005 poluprecnik baze, a h = 5.246 + 0.005 visina pravilne kupe.
Odredite apsolutnu i relativnu gresku kod izraCunavanja zapremine kupe. Smatrati da
je m = 3.14159 tacna vrijednost.

. v v s . .« . . .o * . . * .
(c) Sa kojom tac¢nosc¢u bismo morali imati radijus baze r~, odnosno visinu /2~ pravilne
kupe da se kod racunanja zapremine ne premasi dozvoljena apsolutna greska £?

(d) Nekajea=2.537+0.005 duZina stranice baze, a h = 5.246 +0.005 visina ¢etvorostrane
piramide. Odredite apsolutnu i relativnu gresku kod racunavanja zapremine piramide.

. v v s .. . v . * . . * v
(e) S kojom tacno$¢u morali imati duZinu stranice baze a , odnosno visinu 4~ Cetvorostrane
piramide da se kod raCunavanja volumena piramide ne premasi dozvoljena apsolutna
greska €7

5. (a) Napisati formulu za procjenu apsolutne greske vrijednosti fukcije f u tacki x* =
* * . * *x .
(x1,...,x,),akojex; =x; £ Ax; ,i=1,...,n.
(b) Procijeniti apsolutnu i relativnu gre$ku pri raunanju zapremine torusa V = 2ar27r2,

koji nastaje rotacijom kruga radijusa , ¢ije je srediSte za a udaljeno od centra rotacije
ako je r =25.00 £ 0.05, @ = 90.00 £ 0.05. Smatrati da je & = 3.14159 tacna vrijednost.

(c) Kolike smiju biti apsolutne greSke veli€ina a i r, tako da apsolutna greska zapremine
torusa uz primjenu principa jednakih efekata ne bude veéa od AV = 0.005?

(d) Procijenite apsolutnu i relativnu greSku pri raCunavanju povrsine torusa O = 4ar7rz7 koji
nastaje rotacijom kruga polupreiiika r, Cije je srediste za a udaljeno od centra rotacije,
ako je r =25.00 £0.05, a = 90.00 £ 0.05. Uzeti da je w = 3.14159 tacna vrijednost.

(e) Kolike smiju biti apsolutne greske veli¢ina r i a, tako da apsolutna greska povrSine
torusa uz pretpostavku da greska u r na nju utice dva puta vise od greske u a, ne bude
veéa od AO™ =0.005?

6. (a) Napisati formule za procjenu apsolutnih greSaka Ax; nezavisnih promjenljivih funkcije
f:R" - Rutacki x* = (x,...,x,) "po principu jednakih efekata", tako da apsolutna
greska funkcije ne premasi broj A f™.

(b) Potrebno je izraditi pravilnu Sestorostranu piramidu, duZine ivice baze a = 3.5 i duZine
visine bocne stranice h = 7.2, tako da se povrSina dobijene piramide razlikuje najvise
za AP* = 0.5. Kolike su najveée dopustene apsolutne greske promjenljivih a i i za
dopustenu vrijednost AP™ (koristiti princip jednakih efekata)?

7. (a) Napisati formulu za procjenu apsolutne greske vrijednosti funkcije f : R" — R u tacki
* . * *x .
x =(x1,...,x,) akojex; =x; *+ Ax;,i=1,...,n.
(b) Neka je a = 3.76 £0.005 duZina ivice baze i & = 7.22 + 0.005 duZina visine bo¢ne
stranice pravilne trostrane piramide. Odredite apsolutnu i relativnu gresku pri raCunanju
povrsine ove piramide.
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Poglavije 1. Elementi teorije greSaka Zadaci za vjeZbu

(c) Neka je a =3.76 £ 0.005 duZina ivice baze, a H = 7.22 + 0.005 duZina visine pravilne
Cetvorostrane piramide. Odredite povrSinu te piramide. Procijenite apsolutne gresSke
kod raCunavanja povrsine baze B, povrSine bo¢ne stranice Pg i omotaca piramide M.

(d) Neka je a = 3.76 £ 0.005 duZzina baze, a k = 7.22 + 0.005 duzina kraka jednakos-
traniénog trokuta. Procijenite apsolutnu gresku AP” kod radunanja povriine P tog
trokuta.

(e) Ako je povriinu trougla potrebno dobiti sa tatnoséu AP* = 0.0003, sa kojom taénoicu
mora biti zadana duZina baze i1 duZina kraka?
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2.1

(2. Interpolacija

Viskoznost vode odredena je eksperimentalno za neke vrijednosti temperature vode i ti podaci su u
sljedecoj tabeli

temperatura‘ 0’ 50 10° 15°
viskoznost ‘ 1.792 1519 1.308 1.140

Iz podataka datih u prethodnoj tabeli moZemo li odrediti vrijednost viskoznosti vode za temperaturu
t = 8° unekim prihvatljivim granicama greSke?

Uvod

Posmatrajmo sljedeca dva problema kao motivaciju za teme koje Ce biti izlagane u ovom poglavlju.
Prvi problem. Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna i zadana je tabelarno gdje je

X ‘ X0 X1 e Xy
F&) [yo oy o

vi = f(x;),i=0,...,n. Dali je moguée na osnovu podataka iz tabele, tj. iz uslova

p(xi)=f(x,~),i=0,1,...,n. (21)

dobiti analiticki oblik neke fukcije p koja Ce biti "bliska" funkciji f u nekom odredenom smislu
(poslije e biti receno u kojem)?

Drugi problem. Posmatrajmo ponovo funkciju f iz prethodnog problema, i neka je sada poznat
njen analiticki oblik, ali za kalkulacije koje treba da se urade sa ovom funkcijom taj analiticki oblik
je suvise komplikovan.

Dakle korisno je, a nekada i neophodno zamijeniti funkciju f sa nekom funkcijom p koja je
"bliska" u nekom smislu sa funkciji f, a ¢iji analiti¢ki oblik moZemo lako izracunati, za ovakvu
funkciju p kazemo da aproksimira funkciju f i piSemo f = p. Kako e se definisati bliskost ovih
funkcija zavisi od metrike uvedene u prostoru kojem pripadaju funkcije, te stoga imamo razlicite
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Uvod Poglavije 2. Interpolacija

tipove zadataka teorije aproksimacije. Funkcija p, u nacelu, zavisi od parametara (ag,ay,...,a,),
1 optimalna bliskost postiZe se izborom ovih parametara. Ako je p linearna funkcija parametara
a;,i=0,1,...,n, aproksimacija je linearna u suprotnom je nelinearna. Pri linearnoj aproksimaciji
p se traZi u obliku generalisanog polinoma

p(x) = aO(PO(x) t+e +an¢n(x)7 (2.2)

gdje su ¢y, . . ., 9, linearno nezavisne funkcije koje ¢ine tzv. osnovni sistem funkcija. Funkcije ¢;,i =
0,...,n najcesce se biraju iz neke specijalne klase funkcija (stepene, racionalne, trigonometrijske,
eksponencijalne funkcije,...). Na primjer, ako osnovni sistem Cine cijeli nenegativni stepeni
argumenta x, ¢p(x) = 1,¢;(x) = x,...,¢,(x) = x", funkcija p je algebarski polinom stepena n

-1
Pn(xX) = apx" + a1 X'+ +ajx+ag, (2.3)

indeks n u oznaci p, oznacava stepen polinoma. Ako sada izaberemo funkcije ¢;, i =0,...,2n—1
na sljededi na¢in: ¢p(x) = 1, ¢;(x) = cosx, @, (x) = sinx, ..., ¢y,_»(x) = cosnx, ¢p,_1(x) = sinnx,
p je trigonometrijski polinom stepena n

pu(x) =ag+aycosx+bysinx+...+a,cosx+b,sinx. 2.4)

Nastavak ovog poglavlja veéim dijelom posvecen je aproksimaciji funkcije polinomom, a jedan
od razloga primjene polinoma u apoksimaciji funkcija je uniformna aproksimacija neprekidnih
funkcija. Za datu funkciju neprekidnu na segmentu [a,b], postoji polinom koji je "blizu" te
funkcije koliko to mi Zelimo. Ovaj rezultat je precizno formulisan u sljedeéoj Weierstrassovoj]
teoremi.

Teorema 2.1.1 — Weierstrass. Pretpostavimo da je funkcija f definisana i neprekidna na
segmentu [a,b]. Za svako € > 0, postoji polinom p, sa osobinom

| f(x)=p(x)| <€, Vx € [a,b]. (2.5)

Dokaz. Vidjeti u npr. [1, str.198] |

Na Slici 2.1 predstavljeni su funkcija f i polinom p. Vidimo da je p(x) ogranicen sa f(x) + € i

f(x)—¢.

Vratimo se prvom problemu. Poznate su vrijednosti neprekidne funkcije f : [a,b] > R u

tackama xy,x1,...,X,. Cilj nam je konstruisati polinom p,, kojim éemo aproksimirati funkciju f.
Polinom p,, ¢e biti jednak funkciji f u tackamax;, i =0,1,...,n,tj.
pn(xi)=f(xi)7i=0a1""an' (26)

Problem odredivanja funkcije p,,, (u nasem slucaju polinoma) na osnovu uslova (2.6), nazivamo
problem interpolacije. Tacke

asxy<xpeer<x,<b, 2.7)
nazivaju se ¢vorovi interpolacije, i vrijedi

Xitxj,i#j, ,j=0,...n 2.8)

'Karl Theodor Wilhelm WeierstraB3, (31. oktobar 1815.—19. februar 1897.) bio je njemacki matematicar, Cesto citiran
kao "otac moderne analize".
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Poglavije 2. Interpolacija Uvod

: - X
“ Slika 2.1: Funkcija i polinom b
Dakle, funkciju f aproksimiraéemo (ili interpoliraCemo) polinomom
Pa(x) = ax" + an_lxn_l + - +apx+a, (2.9)

tako da vrijedi (2.6).

Kod interpolacije postavljaju se tri osnovna pitanja:

1. Pod kojim uslovima postoji interpolacioni polinom?

2. Kako se racunaju koeficijenti a;, i = 0,1,...,n interpolacionog polinoma?

3. Kolika je greska aproksimacije funkcije f interpolacionim polinomom p,,?

Odgovorimo na prvo pitanje. Potrebno je izracunati nepoznate koeficijente a;,i = 0,1,...,n

polinoma (2.9). Iskoristimo uslov (2.6), dobijamo sistem od #n + 1 linearne jednacine sa n + 1
nepoznatom (koeficijenti a;,i = 0,1,...,n)
n n—1
apXg+ an,_1xy +e--+ayxg+ag = f(xp)

-1
apX| + a1 Xy +eoc+apx; +ag = f(x)
: (2.10)

ApXy +an_1x,':_l+~- +ax,+ayg= f(x,).

Teorema 2.1.2 Postoji jedinstveno odreden polinom p,, stepena n koji u n + 1 razlicitoj tacki
x;,i=0,1,...,n zadovoljava (2.6).

Dokaz. Determinanta matrice sistema (2.10) je Vandermondeova determinanta

n n—1
X0 Xo e X 1
Kot x; 1
pD=|"1 7 ! (2.11)
.n n—1
X, X e x, 1

i D # 0uz uslov (2.7). Sistem (2.10) ima jedinstveno rjesenje, tj. interpolacioni polinom p,, postoji
i jedinstven je. |
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Lagrangeov oblik interpolacionog polinoma Poglavije 2. Interpolacija

m Primjer 2.1 IzraCunati interpolacioni polinom ¢iji grafik prolazi tackama datim u tabeli

x |1 23
f 1 3 7

RjeSenje: Posto su date tri tacke n = 2, pa ¢emo racunati interpolacioni polinom u obliku
2
pa(x) = arx” +a1x +ag.
Poslije uvrstavanja vrijednosti datih u tabeli u polinom p, dobijamo sistem

a+a;+ay=1
dar +2a; +ag =3 (2.12)

9a, +3a; +agy =7.
(2.13)

Rjesavanjem sistema dobijamo a» = 1, a; = —1,an = 1, dakle traZeni polinom je p,(x) = K ox+1.

2.2 Lagrangeov oblik interpolacionog polinoma

Postupak koriSten u Primjeru 2.1 nije najpogodniji za raCunanje interpolacionog polinoma, jer broj
¢vorova interpolacije moZe biti veliki, a pokazuje se da je sistem koji se dobije je lose uslovljenz.

Poznate su nam vrijednosti funkcije f u ¢vorovima interpolacije x;, i = 0,...,n, i hoéemo da je
vrijednost interpolacionog polinoma p,, jednaka vrijednosti funkcije u ¢vorovima interpolacije. Da
bi konstruisali interpolacioni polinom p,, posmatrajmo polinome /y,/, .../, stepena n definisane
sa
_ Gmx)—x) e (rmxim ) (e ) (0-x) P X
li(x) = = [==2 (2.14)
(2 = x0) (x; =21 )=+ (o = 221 ) (o = X1 )+ (X — Xp) j=0 b Y
Jei
x;, i =0,...,n su razlicite tacke. Primjetimo da su polinomi3 [; stepena n 1 da vrijedi
Ly ={ b J=h 2.15)
" 0, j#i. ’

Sada, kada su poznate kardinalne fukcije /;, i = 0,...,n moZemo interpolirati funkciju f sa
interpolacionom polinomom p,, u Lagrangeovom4 obliku

pu(x) = ) Li(x)f(x1). 2.16)
i=0

m Primjer 2.2 IzraCunati Lagrangeov interpolacioni polinom za funkciju f datu tabelarno

2Grubo govoredi, za male promjene vrijednosti elemenata matrice sistema ili elemenata vektora slobodnih ¢lanova
dobijamo veliku promjene u rezultatu.

3Polinomi [; u interpolacionoj teoriji su poznati i kao kardinalne ili Lagrangeove funkcije

4Joseph—Louis Lagrange (25. janura 1736.—10.april 1813.), uobicajeno se smatra da je bio francuski matematicar,
mada ga u nekim italijanskim izvorima smatraju italijanskim matematicarem. Dao veliki doprinos u analizi, teoriji
brojeva, mehanici i dr.
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1
liya(z)
\/\A/m(w
Ty l’z‘\/xﬂr\l/\/\li(m)

Slika 2.2: Kardinalne funkcije /;_1, [;, [;+1

x|

1
)1

2 3
37
RjeSenje: IzraCunajmo prvo kardinalne funkcije /;, i = 0,1,2. Vrijedi

(x-2)(x-3) _ (x—=2)(x-3)

)= T0=3) " 2

() = (x=1)(x=3) _ —(x—=1)(x=3)

: (2-1)(2-3) 1

L(x) = (x=1)(x-2) _ (x—=1)(x-2)

2 (3-1)(3-2) 2 )
sada je

() = 1) +3-1,(x) +7- b (x) =x" —x+ 1. 2.17)
Dobili smo isti polinom kako u Primjeru 2.1. "

m Primjer 2.3 Izracunati Lagrangeov interpolacioni polinom za funkciju f(x) = cosx ako su &vorovi
interpolacije xo = 0, x; = £,x, = 7 i x3 = 3. Zatim izraCunati pribliznu vrijednost funkcije f u

taékix:%.
RjeSenje:
CeeDE-NE-D | x -0E-HE-5)
Pl =0 om0 B0- 1) T Em0(E- HE- D)
p G0G-HE-5 | x G-0)-DHE-1)
+ Ccos —

Txm T_a\x_xy TC0ST g T_A\E _T
4 F-0G-9E-9 3 G-0G-9G-9
_72(1-8v2+6v3)x + 18(1 + 16v2 — 14V3)mx” + (=17 - 322 +36V/3) ' x + 21"
- 2m ’

ili poslije zaokruZivanja

p3(x) = 0.0912547x" — 0.5665525x" +0.0157556x + 1. (2.18)
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Vrijedi
St \ _

p3 (&) =0.9971210,

cos 2% = 0.9961947

i apsolutna greska u tacki x = 1% je

|p3 (32 - cos 3Z | = 0.0009263.

Newtonov oblik interpolacionog polinoma

Lagrangeov oblik interpolacionog polinoma nije uvijek najpogodniji za primjenu. Recimo da
smo izracunali Lagrangeov oblik interpolacioni polinoma p, kojim interpoliramo funkciju f.

Za konstrukciju ovog polinoma p,, koristili smo n + 1 tatku A;(x;, f(x;)), i =0,...,n. Ako sada
hocemo da dodamo jos jednu tacku A, ;1 (x,41, f(x,41)), tatkama A;, i = 0,...,n i da interpoliramo
funkciju f i u ovoj tacki moramo ponovo racunati kardinalne funkcije /;, i = 0,...,n te jos$ jednu

l,+1 kako je to ve¢ radeno u Podpoglavlju 2.2. Medutim moZemo i drugacije uraditi, §to se moZe
vidjeti iz sljedeéeg primjera.

= Primjer 2.4 Neka je potrebno funkciju f : [a,b] — R interpolirati u tatkama zadanim u sljedecoj
tabeli

Rjesenje: Podimo od prve tacke iz tabele Ay(1,1). Ona nam odreduje polinom nultog stepena

po(x) = 1.

Dodajmo sljedecu tacku A;(2,3) i potraZimo polinom prvog stepena p; u obliku
p1(x) = po(x) + a1 (x—xo).

Koeficijent a; ratunamo iz uslova p;(x;) = f(x1), pa je
3=14a;(2-1),

odnosno a; = 2. Sada je
pr1(x)=1+2(x—-1).

Dodajemo sljedeéu tatku A,(3,7) i ratunamo p, kao
p2(x) = p1(x) + ax(x —x0) (x —x1),

koeficijent a, ratunamo iz uslova p,(x,) = f(x,), pa je
7=14+2(3-1)+ay(3-1)(3-1).

Dobijamo a; =1, te je

pa(x)=1+42(x=1)+1:-(x—=1)(x=2),
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polinom p, moZemo zapisati u obliku
pa(x) =" —x+1. (2.19)

MoZemo primjetiti da je polinom u (2.19) isti kao i polinom u Primjerima 2.1 1 2.2 (iste su tacke
koriStene). I na kraju dodajmo i posljednju tacku A3(4,7). TraZimo polinom p; u obliku

p3(x) = pa(x) + a3 (x = 1)(x - 2)(x - 3),
koristeéi uslov p3(x3) = f(x3). Imamo
T=16—4+1+a3(4—1)(4—-2)(4-3),
pajeasz = —1.
p3(x) = —x+1- (x—-1)(x-2)(x-3) = T = 12+ 7.
Dobijeni polinom moZemo napisati i u obliku
@) =1+2(x-1)+(x-1)(x=2)—(x=1)(x—=2)(x=3).

IzvrSimo sada generalizaciju izloZenog postupka u Primjeru 2.4. Neka su date razlicite tacke
asxg<x;<--<x,<bh,

i neka su poznate vrijednosti funkcije f : [a,b] — R u datim tatkama x;, i = 0,...,n tj. u ¢vorovima
interpolacije f(x;),i=0,...,n. Zelimo da odredimo interpolacioni polinom

pu(x) =ag+a;(x—xp) +ar(x—x0)(x—x1) + -+ +a,(x—x0) (x—x1 )+ (x—x,-1) (2.20)

stepena n za koji vrijedi p,(x;) = f(x;),i=0,...,n. Polinom p, iz prethodne jednakosti moZemo i
ovako zapisati

Pn(x) = pp-1(x) +an(x = x0) (x = x1 )+ (x = X1 .21

Potrebno je izracunati koeficijente a;, i = 0,...,n, samim tim e biti odredeni polinomi p;, i =
0,...,niz (2.21), respektivno.

Prvi koeficijent ag ratunamo koristeci prvu tatku Ag(xo, f(xo)) iz uslova p,(xg) = f(xo), a
zbog oblika polinoma p,, datog u (2.20) je

Pa(x0) = f(x0) = ay,
odnosno
po(x) = ay.

Drugi koeficijent a; ratunamo Koristeci py i sljedecu tacku A (x1, f(x1)) iz uslova p,(x;) = f(x1),
te je

pa(x1) = f(x1) = ap +a; (x1 —xo),
i poslije racunanja koeficijenta a; dobijamo

pi1(x) =ap+a;(x—xp).
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Pretpostavimo sada da smo izracunali polinom py, k < n za koji vazi pi(x;) = f(x;),i=0,... k.
Polinom py41, odnosno koeficijent a;y; ra¢unamo Kkoriste¢i tacku Az, q(xgs1, f(xes1)) 1 uslov
Pis1(Xxa1) = f(xks1), iz sljedece jednakosti

Pk+1(X) = pk(x) +ak+1(x_x0)(X—x1)“*(x—xk),
odnosno poslije uvrStavanja x = x4 1 1 prat (k1) = f(Xke1)

f(xk+1) = Pk(xk+1) +Clk+1(xk+1 —xo)(xk+1 —x1)°“(xk+1 —xk)-

Na ovaj nacin izracunali smo koeficijent a;. ;. Preostale koeficijente izracunaemo nastavljajuci
izloZeni postupak. Ovaj postupak je Newtonov algoritam pomocu kojeg polazeci od polinoma nultog
stepena za koji je po(xg) = f(xo) moZemo konstruisati interpolacioni polinom p,,. Interpolacioni
polinom dobijen na ovakav nacin naziva se interpolacioni polinom u Newtonovom® obliku ili
Newtonov interpolacioni polinom. Ovaj polinom u opstem obliku ima oblik

pn(x) = ap+ai(x—xo) +ar(x—xo)(x—x1) + -+ +a,(x —x0) (x —x1) - (x —x,-1), (2.22)
ili krade zapisan
n i—1
pa(x) =y a] [(x=x), (2.23)
=0 j=0

J:
ri Semu smatramo da je [ (x—x;) = 1
P J j=o\X—Xj) = 1.

2.3.1 Podijeljene razlike

Algoritam opisan u prethodnom podpoglavlju znatno pojednostavljuje racunanje interpolacionog

polinoma u odnosu na raCunanje interpolacionog polinoma u Lagrangeovom obliku. Medutim,

postoji i bolji algoritam. Algoritam kojim je moguce joS laksSe izraunati interpolacioni polinom.
Da bismo odredili interpolacioni polinom p,, u Newtonovom obliku

Pa(x) =ap+a;(x—xo) +ar(x—x0) (x —x1) + -+ a,(x—x0) (x —x1) -+ (x = x,-1), (2.24)
za funkciju f, treba da odredimo koeficijente ay,ay,...,a, tako da bude
pn(xi):f(xi)7i=07"'7n' (225)

Prethodni uslovi dovode do sistema jednacina

f(x0) =ag
f(x1) =ag+a;(x; —xp)

f(x2) =ag+ai(xy —x0) +ax(x2 — x0) (%2 —x1) (2.26)

f(xn) =ap +ai (x, —x0) +a(x, —x0) (X, = x1) + o+ +a, (X, = x0) (x, = X1 )+ (X, = %=1 ).

Sistem (2.26) moZemo krace zapisati

—_

i—

k
D ai] [—x)= () k=0,....n, (2.27)
i=0

Il
o

3Isaac Newton (25.decembar 1642. — 20.mart 1726/27. godine) bio je engleski matematicar, astronom i fizicar. Jedan
od najuticajnijih nau¢nika svih vremena.
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pri ¢emu je n;zlo(xk —-x;) =1

Nepoznate a;, k = 0,...,n raunamo rjeSavajuéi sistem (2.26). Vidimo da se ay moZe izracu-
nati iz prve jednacine sistema (2.26) i da zavisi samo od f(x(). Zatim iz druge jednacine racu-
namo a;, ovaj koeficijent zavisi samo od f(x) i f(x;). U opStem slucaju koeficijent a; zavisi
samo od f(xg), f(x1),...,f(xx). Drugim rije¢ima a; zavisi od vrijednosti funkcije f u ¢vorovima
Xg,X1,--.,X;. UobiCajeno oznaCavanje je

ay = flxp,--- X ], k=0,...,n. (2.28)
Veli¢ina f[xo,...,x; ] naziva se podijeljena razlika funkcije f reda k. Primjetimo da su koeficijenti
ay, k=0,...,n jedinstveno odredeni sistemom (2.26) i da je

ag =£(xo)

_flx)—ao _ f(x1) = f(xo)

a) = = (2.29)

fO)=f(x) _ f)=f(x0)

a =f(x2)_a0_al(x2_x0) _ X1—Xo

? (%2 =x0)(x2 —x1) X2~ Xo
pa je
fTxo] =f(xo)
f(x1) — f(xo)
o] === (2.30)
f[ ] _f[xl,)C2]—f[XO,X1]
X0,X1,X%2] = X2 — X0

Koristenjem oznaka za podijeljene razlike, interpolacioni polinom (2.24) moZemo zapisati u obliku

() = flxo]+ flx0,x1 1(x —x0) + fx0, X1, %] (x — x0) (x — x1 )+
o +f[x07xla' .- 7xn:|(x_x())(x_xl)'”(x_xn—l) (231)

Za racunanje podijeljenih razlika postoji i bolji algoritam ¢ija primjena zahtijeva manje racun-
skog posla. Osnovu ovog algoritma data je u sljedecoj teoremi

Teorema 2.3.1 Za podijeljene razlike funkcije f vrijedi sljedeca relacija

f[x X2+ 5% ]_f[x 1 X1y« -y k= ]
f[-x07-x17"'7xk] = L2 k)Ck—XOO 1 i . (232)

Dokaz. Vidjeti u npr. Celié [4]. |

Osobina iskazana u sljedecoj teoremi moZe se iskoristiti za postizanje veée stabilnosti, to se
postiZe izmjenom indeksa. Ako je, na primjer, potrebno izraCunati vrijednost nekog intepolacionog
polinoma u nekoj tacki x, tada se preporucuje permutovanje indeksa tako da vrijedi

|x—xo] < [x—x1| S+ < |x—x,].

Vrijedi sljedeca teorema
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Teorema 2.3.2 Podijeljena razlika f[xg,x1,...,X] se ne mijenja ako ¢vorovi xg, Xy, . . . , X per-
mutiraju.

Dokaz. Vidjeti u npr. Celié [4]. [

Kako su ¢vorovi xg,xy,...,X; 1 k proizvoljni, rekurzivnu relaciju (2.32) mozZemo zapisati u

sljedec¢em obliku

X X X5 = L XX PPN o
f[xiaxi+1,--.,xj—1,xj] _ f[ i+1Ai+2s ) ;3_?;[ isMi+1H yAj 1]' (233)

Sada prve tri podijeljene razlike izgledaju ovako

f[xi] :f(xl-)
flxixin] =W
FIXi i1, Xig2 ] :f[xi+1,xjc+iii| :)];[xl-,xiﬂ]'

Koristeci (2.33) moZemo konstruisati tabelu podijeljenih razlika za funkciju f. Predstavljena je
tabela podijeljenih razlika za 4 ¢vora

x | 1] fL,] fl,,] /I, ]
xo | flxo]

flxo,x1]
x| flx] flx0.x1,%2]

flxi,x] flx0,x1,%2,x3]
x| flx2] Slx1,%2,x3]

flx2,x3]
x3 | flxs]

Koeficijenti koji leze na gornjoj dijagonali su koeficijenti koje trebamo izracunati da bi dobili
interpolacioni polinom u Newtonovom obliku. (magenta).

= Primjer 2.5 Funkciju f : [a,b] — R interpolirati u tatkama zadanim u sljedecoj tabeli

1 2
3

X 4
fx) |1 7

3
7
koristeci podijeljene razlike.

Rjesenje: Formirajmo tabelu podijeljenih razlika

gl 7 0 I 1 S Y PP Y P
1

2
2| 3 1

4 -1
3 7 -2

0
4| 7

Pa je traZeni polinom p3(x) = 1+2-(x—1)+1-(x—1)(x=2)—1-(x=1)(x—2)(x=3). A
ovo isti polinom kao u Primjeru 2.4. "
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Procjena greske interpolacije

Kako se interpolacioni polinom p,, koristi za aproksimaciju funkcije f, vazno je znati procijeniti
gresku te aproksimacije koju nazivamo greska interpolacije.

Neka je polinom p,, odreden na osnovu razli¢itih ¢vorova xg,xp,...,x, iz segmenta [a,b], te
neka je x proizvoljna tacka tog segmenta. Oznacimo sa

R,(x) = f(x) = pa(x) (2.34)

gresku interpolacije u tacki x.

U slu¢aju kada je f polinom stepena ne veceg od n, tada je f(x) = p,(x), paje R,(x) =0, Vx €
[a,b]. U slucaju da f nije prethodno pomenuti polinom, tada zbog uslova p,(x;) = f(x;),i=0,...,n
vrijedi

R,(x;))=0,i=0,...,n, (2.35)
pa se greSka moZe zapisati u obliku
R,(x) = @4 1(x) -k, (2.36)

gdje je @,41(x) = (x—xp)(x—x1)+--(x—x,), a k ¢emo naknadno odrediti.
Vrijedi teorema

Teorema 2.4.1 Nekaje f € ! [a,b] funkcija Cije su vrijednosti poznate u n + 1 tacki x;, i =
0,...,n,

a=xyp<x;<-<x,=b,

i neka je p, odgovarajudi interpolacioni polinom. Tada za svaki x € [a,b] postoji & € (a,b),
tako da je

(n+1)
_ )
R,(x) = anﬂ(x) (2.37)
Dokaz. Za x = x; tvrdnja je o€igledna. Za x # x;,i = 0,1,...,n definiS§imo pomo¢nu funkciju
g(t) := f(t) = pu(t) = @1 (1) -k, 1 €[a,b] (2.38)

k éemo odrediti tako da bude g(x) = 0. Na ovaj na¢in funkcija g ima barem 7 + 2 nule na segmentu
[a,b] i to u tatkama x,xy, X, .. .,X,. Sada prema Rolleovoj teoremi

funkcija g' ima barem n + 1 nulu,

.. n.
funkcija g ima barem n nula,

(n+1)

funkcija g ima barem 1 nulu, i neka je to za & € (a,b).
n+1 n+1
Vrijedi i d d,ffl(t) =0, te d+{’fl'(t) = (n+1)! (0,41 je normirani polinom stepena n + 1). Sada je
0=g""(g) = f" (&) —k- (n+ 1)), (2.39)

Samir Karasulji¢ 31



Procjena greske interpolacije Poglavije 2. Interpolacija

pa je
(n+1)
f6)
k=——7-—-. 2.40
(n+1)! (2.40)
Sada iz (2.40), (2.39) 1 (2.38) vrijedi (2.37). |
Ako oznacimo M, := IIEaX] | f (n+1) (x)' , onda iz (2.36) dobijamo sljedecu procjenu interpolacije
x€la,b
u tacki x
My 11
[Ru(x)] = 1f(x) = pu(x)| < | (x)] (2.41)

(n+1)!

kao i procjenu maksimalnu greske interpolacije na [a,b]

M,
ntl_, max. | @41 ()] - (2.42)
a,b

max_|R,(x)| = max, |£(x) = pu(x)]| < i+ 1)1

x€[a,b]
= Primjer 2.6 Koristenjem interpolacionog polinoma drugog stepena na segmentu [—1, 1] izracu-
nati ¢* i procijeniti greSku (korisiti ekvidistantno rasporedene ¢vorove).
RjeSenje. Cvorovi interpolacije su xg = —1,x; = 011 x, = 1. Tabela vrijednosti je

x |- 0 1
f(x) [ 0367879 1.000000 2.718282

Interpolacioni polinom ima oblik

pa(x) =f(x0) - lo(x) + f(x1) - 11 (x) + f(x2) - I (x)

B =) (x—x) o). (x = x0)(x—x7)
=/ ) (Xo—xl)(xo—xz)+f( 1) (x1 = x0)(x1 —x2)
=1+ 1.175201x + 0.543080x"

(x—xp)(x—x)
(22 = x0) (X2 —x1)

+f(x2) -

TraZena vrijednost je
2(0.9) =2.497576555,
procjena greske

&) e
| £(0.9) = p2(0.9)] < 3 (0.9—(—1))(0.9—0)(0.9—1)s§|1.9~0.9-(—0.1)|s0.0775.

= Primjer 2.7 Funkciju f(x) = cos 7x na segmentu [0, 1] interpolirati koristec¢i 9 ¢vorova podjed-
nako rasporedenih, te procijeniti gresku interpolacije.

Rjesenje:
Odgovarajuca tabela sa vrijednostima funkcije f u ¢vorovima je

x |0 025 05 0.75 1 1.25 15 175 2
() |1 07071068 0 -0.70701068 -1 -0.7071068 0 0.7071068 1

Dobijeni interpolacioni polinom je

pe(x) = —0.19139x° + 1.53111x" —4.04790x" +2.85184x°
+2.21342x" +0.71481x° — 5.08467x> +0.01279x + 1. (2.43)
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Vrijednost greske ra¢unamo prema (2.42), a kako je
’f(lx)(x)‘ = |sinx| < 71'9,

to je sada vrijednost greSke

9
| £(x) = ps(x)] < % |x(x—0.25)(x=0.5)-++(x = 0.75) (x — 2)| < 0.00165. (2.44)

—0.0001

—0.0002

~0.0003 |

Slika 2.3: Grafici funkcije f, polinoma pg i razlike ove dvije funkcije

Na slici (2.3) lijevo su grafici funkcije f(x) = cosx i dobijenog interpolacionog polinoma
ps(x). Prvo je nacrtan grafik interpolacionog polinoma pg crvenom bojom, a zatim grafik funkcije
f plavom bojom. Razlika izmedu ova dva grafika je veoma mala i samo se vidi grafik predstavljen
plavom bojom, grafik funkcije f. Desno je grafik razlike funkcije f i interpolacionog polinoma
ps- Vidimo sa tog grafika da je vrijednost greSke manja od 0.0004, Sto se slaZe sa izraCunatom
vrijedno$¢u greske (2.44).

2.4.1 Nule Cebisevljevih polinoma kao &vorovi interpolacije

Sa grafika greske iz prethodnog primjera vidimo da je vrijednost greske najveéa (uzeto po apsolutnoj
vrijednosti) na prvom i posljednjem podsegmentu, segmenta u ovom slucaju [0,2]. Na sljedecoj
slici dat je grafik funkcije @y iz prethodnog primjera, koja se pojavljuje u izrazu za procjenu greske
(2.37)1(2.42).

0.01

-0.01

-0.02 -

Slika 2.4: Grafik polinoma @y
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Lako je i sa ovog grafika polinoma @y, primjetiti da je vrijednost greske najmanja na sredini
segmenta na kome se vr$i interpolacija, a da se greSka povecava kako se pribliZavamo krajevima
segmenta. Cilj nam smanjiti vrijednost greske. Jedno od mogudih rjeSenja je redistribucija ¢vorova.
Drugim rijeima zahtijevamo da rastojanje izmedu ¢vorova nije isto, nego da se postepeno smanjuje
kako idemo od sredine segmenta ka krajnjim tackama. Ovu osobinu imaju nule (vlebiéevljenih6
polinoma. Cebisevljev polinom 7, definisan je sa

T,,(x) = cos(narccosx), n=0,1,..., (2.45)
pri ¢emu uzimamo da je x € [—1, 1]. Iz identiteta

cos(n+1)p +cos(n—1)p =2cosd cosng,
za ¢(x) = arccosx dobijamo

Thi1(x) =2xT,(x) = T_1(x),n=1,2,... (2.46)
Zan=0in=1iz (2.45) dobijamo

To(x) =1, T1(x) =x. (2.47)

Sada uvrstavajuéi (2.47) u (2.46) lako dobijamo ostale Cebisevljeve polinome 7;,, n = 2

T (x) =2x" — 1,
T;(x) =4x° — 3x,
Ty(x) =8x" — 8x” + 1, (2.48)

Ts(x) = 16x° —20x° + 5x,

/ 05

A ‘ ‘ .

-1.9 n/ 0.5 10
Fosr

Slika 2.5: Grafici Cebi§evljevih polinoma, lijevo T3 (crvena), Ty (plava), Ts (zelena), a desno Ti5

MoZemo primjetiti da vrijede osobine
1. Koeficijent uz najvedi stepen X" polinoma T, jednak je 2", n = 1;
2. T, su parne funkcije;

3. T5,+1 su neparne funkcije;

6Pafnutij CebiSov (16.maj 1821. — 09.12.1894.godine), bio je ruski matemati¢ar, dao zna¢ajan doprinos u teoriji
brojeva, teoriji vjerovatnoée i numeri¢koj matematici
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4. |T,(x)| <1, Vxe[-1,1].

Iz (2.45) vidi se da T,,(x) za x € [—1,1] ne moZe biti veci od 1 niti manji od —1 (tj. vrijedi
osobina 4.). Polinom dostiZe vrijednost +1 u n + 1 tacki

k
X =cos T k=0,...,m. (2.49)

Cebisevljevi polinomi imaju minimimaks osobinu, koja ima zna¢ajnu primjenu u Numerickoj
matematici. Posmatrajmo sljedeci primjer.

m Primjer 2.8 Odrediti parametre a i b tako da je max |x2 + ax + b| minimalan za x € [—1,1].
Drugim rijecima, treba odrediti parametre a i b tako da kvadratna funkcija, ¢iji je koeficijent uz x
jedinica, najmanje odstupa od x—ose.

Rjesenje. Geometrijski moZemo provjeriti da je traZeni polinom g(x) = Xt - %, aovo je %Tz (x). m

Ovaj rezultat moZemo poopstiti. Neka je
P,(x) =x"+ an_l)c"_1 + - +ajx+a,
gdje su a,, . ..,ag realni parametri. Pokazimo sada da normirani polinom
T, (x)=2""T,(x), (2.50)

najmanje odstupa od nule za Vx € [—1,1]. Vrijedi teorema

Teorema 2.4.2 Ako je P, normirani polinom stepena n, onda je

max |B,(x)| = max Tn(x)| = 21_'1, nzl. (2.51)
1 x€[-1,1]

xe[-1,1

Dokaz. Predpostavimo da vazi suprotno, tj. da je

max

T,(x)| > max |P,(x)|. (2.52)
x€[—1,1] xe[—1,1]

Posmatrajmo pomo¢ni polinom
O(x) =Ty(x) = Py (). (2.53)

Izratunajmo vrijednost ovog polinoma za x = xy, gdje je x; dato u (2.49). Za x = xy je T,(xp) = 1,
pa je, s obzirom na pretpostavku (2.52), Q(xg) > 0. Za x = x; je T,,(x;) = —1, paje Q(x;) < 0 na
osnovu (2.52). Dakle izmedu tataka x;, i x4 nalazi se bar jedna nula polinoma Q(x). Kako ovih
intervala ima n, zaklju¢ujemo da Q(x) mora imati bar n nula. Medutim, najstariji stepeni i kod
T,(x) i kod P,(x) sux". Ovi stepeni se anuliraju, te je Q polinom stepena najvise n — 1. Na ovaj
nacin dosli smo do apsurda jer polinom stepena n — 1 ne moZe imati n realnih nula. |

MoZemo zakljuciti da od svih normiranih polinoma stepena 7, od nule na segmentu [—1,1]
najmanje odstupa polinom 7,.
Vratimo se polinomu @), iz relacije za procjenu greske (2.37)

One1(x) = (x—x0) (x —x1) - (x —x,).
Da bi greska data u (2.37) bila $to manja, izraz

max _|@,1(x)|
xe[—1,1]
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treba da ima minimalnu vrijednost. A ovo ¢emo postici ako su xg,xy,...,X, nule CebiSevljevog
polinoma 7,,, 1. Vrijednosti ¢vorova x;, i = 0, ...,n odredujemo iz jednacine

T,+1(x) =0 < cos((n+ 1)arccosx) =0,

dobijamo

(2k+1)7

=S S 1)

k=0,....n. (2.54)

Za ovako izabrane Cvorove interpolacije, na osnovu (2.42) i (2.51), vrijedi sljedeca procjena
maksimalne vrijednosti greske interpolacije

M1y M1y 1-(n+1) M,y
R.(x)] = - < : < 2 =
xg%i’é” n(X)l xIEIEi)l(?]lf(X) pl’l(x)l (l’l+1)' xgEi)z]lwn-H(X)l (l’l+1)' 2”(n+l)'
(2.55)

Prethodna analiza je uradena za slucaju interpolacije na segmentu [—1,1]. Ako Zelimo nule
Cebisevljevog polinoma 7, iskoristiti za interpolaciju funkcije f : [a,b] ~ R, na segmentu
[a,b], samo trebamo nule xi, k = 0,...,n preslikati linearnom funkcijom u(x) = % + l%x. U
ovom slucaju ¢vorove interpolacije dobijamo iz sljedece relacije

_a+b b-a (2k+1)m

= + =0,1,...,n. 2.
Uy 5 5 cos 2nrl) k=0,1,...,n (2.56)
Sada je
(b—a)n+l
XYGIE%] | @41 (x)] = IR (2.57)

pa procjenu maksimalne vrijednosti greSke interpolacije racunamo

Mn+1 (b_a)n+1
i+ 1)1 o2

max] |R,(x)| < (2.58)

x€la,

m Primjer 2.9 Predstaviti grafike Rungeove7 funkcije i interpolacionih polinoma koji su dobijeni
koriStenjem 9 ¢vorova

1. Ekvidistantno rasporedenih;
2. Nule Cebigevljevog polinoma T.

RjeSenje.

" Carl David Tolmé Runge (30. avgust 1856.—3.januar 1927. godine) bio je njemacki matematicar i fizicar. Dao veliki
doprinos u razvoju Numeri¢ke matematike.
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Hermiteov interpolacioni polinom

=051

0.5

Slika 2.6: Plavom bojom predstavljen je grafik Rungeove funkcije, a crvenom bojom grafik
interpolacionog polinoma. Na lijevoj slici je interpolacioni polinom sa ekvidistanim ¢vorovima, a

na desnoj slici za vrijednosti Evorova koriStene su nule CebiSevljevog polinoma 7Tg.

Hermiteov interpolacioni polinom

Do sada smo pretpostavljali da su u ¢vorovima interpolacije zadane samo vrijednosti funkcije f.
Zadatak interpolacije moZe se uopstiti tako da su u nekim (ili svim) ¢vorovima zadaju i vrijednosti
prvog izvoda funkcija f (mogu se u ukljuciti vrijednosti izvoda i viSeg reda od prvog vidjeti npr.

Stoer 1 Bulirsch [9]).

Neka su zadane vrijednosti funkcije f(x;) i vrijednosti prvog izvoda f'(x;),i =0,...,n u
¢vorovima interpolacije. Interpolacioni polinom p,, koji zadovoljava uslove

pm(xi) = f('xi) lplln(xl) = f'(-xi)u i = 07' -1,

(2.59)

naziva se Hermiteov® interpolacioni polinom. Kako u (2.59) imamo 2n + 2 uslova, stepen polinoma

Dm je m < 2n+ 1. Vrijedi sljedeca teorema

2n+ 1 sa osobinom

Ovaj Hermiteov interpolacioni polinom dat je sa
. 0 1
!
Pane1 () = ) FOe)H; (x) + f' () H; (%),
i=0

gdje su

H; (x) = [1 =20 = x)li(x) ] (x)

Pos1 (%) = F(5), Ponsi(x) = £ (%), i=0,....n.

Teorema 2.5.1 Akoje f € c' [a,b], za date Evorove interpolacije xg, X1, - . . , X, Koji su razliditi,
vrijednosti £(x0),..., f(x,) i f (x0), ..., f (x,) postoji jedinstven polinom stepena ne veceg od

(2.60)

(2.61)

8 Charles Hermite (24. decembar 1822.—14 januar 1901. godine) bio je francuski matematic¢ar. Dao je veliki doprinos

u mnogim podruc¢jima matematike.
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H; (x) = (x—x)EF (x).
2n+2

Stavise, ako je £ € C"""“[a,b] vrijedi

(2n+2)
763 = P (09 = Lo x P e P 8

zaneko & € (a,b).

N) Sal; oznaCene su Lagrangeove funkcije (2.14).

Dokaz. Vidjeti u Burden i Faires [3].

m Primjer 2.10 Izracunati Hermiteov interpolacioni polinom za funkciju f datu tabelom

X 1 2
fx) |1 0
fx) -1 2

zatim izraCunati pribliznu vrijednost funkcije f u tacki x = 1.2, koriste¢i dobijeni polinom.
RjeSenje. Izracunajmo prvo kardinalne fukcije /y i /; i njihove izvode, vrijedi

x—x3 x—-2
() =2 = 225 = (x-2)
x—1

_x—X() _ _
hx) =y=x =37 =%
lo(x) =—1
I (x) =1.

Sada je

Hy(x) = (x0) - [1 = 2(x = x0)lo (x0) 1o (x) + (1) - [1 = 2 =)0y (1) 17 ()
+ £ (x0) + (x=x0)lo (x) + £ (x1) - (x =261 )17 (x)
=1-[1=2(x=1)(-D)][-(x=2) +0-[1 =2(x=2) - 1] (x = 1)*
—1-(x=D[-(x=2)+2- (x=2)(x—1)*
=3¢ — 1247 + 14x — 4
H3(1.2) =0.704 = £(1.2)
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m Primjer 2.11 Koriste¢i Hermitski interpolacioni polinom izracunati pribliznu vrijednost funkcije
f(1.5) date tabelarno
X; 1.3 1.6 1.9
f(x;) | 0.6200860 0.4554022 0.2818186

() | -0.5220232 -0.5698959 -0.5811571

Rjesenje.

_ (r=x) (=)
o) _(xo—xl)(xo—xz)
_ (r=x0)(x=x2)
h) _(xl—xo)(xl—xz) -

L) = X=X ssssssss 161111111 L+ 555555555617
(2 = x0) (X2 —x1)

lo(x) = — 19.44444444 + 11.11111111x
1 (x) =35.55555556 — 22.22222222x
b(x)=—16.11111111+ 11.11111111x
Hp (x) = — 3422.814815 + 10733.82716x — 13356.79012x” + 8250x°
—2530.864198x" + 308.6419753x"
HY (x) =753.1975309 — 1951.604938x + 1874.074074x” — 790.1234568x" +
123.4567901x" +5.482582838 - 10~ "x”
HS (x) =2670.617284 — 8782.222222x + 11482.71605x" — 7459.876543x" +
2407.407407x" — 308.6419753x”
Hy (x) = —370.8049383 + 1139.061728x — 1392.253086x" + 846.6049383x" —
256.1728395x" +30.86419753x”
H{ (x) = — 1205.116049 + 3875.765432x — 4950.123457x" + 3138.271605x" —
987.654321x" + 123.4567901x"
H (x) = — 253.708642 + 840.9876543x — 1109.475309x" + 728.0864198x" —

237.654321x" +30.86419753x°

= 16.88888889 — 19.44444444x + 5.555555556x°

—27.44444444 + 35.55555556x — 11.11111111x°

Hs(x) =1.001944065 — 0.008229223457x — 0.2352161698x" — 0.01455608025x°

+0.02403179012x" — 0.002774691358x°
Hs(1.5) =0.5118277017 = £(1.5).
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2.6 Spline interpolacija

Aproksimacija funkcija predstavlja jedan od glavnih zadataka numericke matematike. Vidjeli smo
da se taj zadatak moZe rijeSiti primjenom interpolacionih polinoma. Mada se svaka neprekidna
funkcija f na [a,b] moZe aproksimirati polinomom sa proizvoljnom tacno$¢u (Teorema 2.1.1),
primjena interpolacionog polinoma ne daje uvijek zadovoljavajuce rezultate. Primjer za to je inter-
polacija Rungeove funkcije. Grafici funkcije f(x) = ﬁ i odgovarajudi interpolacioni polinomi
predstavljeni su na sljedecoj slici (Slika 2.7). Povecanjem broja ¢vorova interpolacije ocekivali smo
da se smanji vrijednost greske, medutim to se nije dogodilo, nego ba§ naprotiv, §to se moZe vidjeti
sa predstavljenih grafika. Ovi problemi se mogu ponekad prevazici specijalnim izborom ¢vorova,
zatim upotrebom Hermiteovog polinoma.

05

x ‘_\‘/“_2“‘5“‘2“\‘/4‘ x

Slika 2.7: I na lijevoj i desnoj slici plavom bojom predstavljen je grafik Rungeove funkcije
f(x) = ﬁ, a crvenom bojom grafik interpolacionog polinoma. Na lijevoj slici koriSteno je n =7
tacaka za interpolaciju, dok je na desnoj slici za interpolaciju koriSteno n = 11 tacaka.

Najbolji nacin da se prevazidu nedostaci aproksimacije funkcije f interpolacionim polinomom
na [a,b] je da se koriste spline-funkcije za aproksimaciju, odnosno interpolaciju funkcija. Spline—
funkcije predstavljaju dio po dio polinomske funkcije. Spline je engleska rije¢ i oznacava dugi,
elasti¢ni lenjir koji su tehnicki crtaci koristili tako $to pri€vrste lenjir u zadanim tackama, a onda
pomocu njega crtaju krivu koja prolazi kroz date tacke. Pokazuje se da funkcija ¢ koja opisuje
poloZaj lenjira pri¢vriéenog u tackama (x;,y;), i = 0,...,n, ima sljedeca svojstva:

1. Izmedu svaka dva susjedna ¢vora funkcija ¢ predstavlja kubni polinom;

2. @ je dva puta neprekidno—difrencijabilna na oblasti defininisanosti.

Funkcije ¢ predstavlja primjer spline—funkcije. Rije¢ je o tzv. interpolacionom kubnom splineu koji
ima niz interesantnih svojstava zbog kojih se cesto primjenjuje u praksi. Jedna od tih svojstava je da,
za razliku od niza interpolacionih polinoma (npr. Lagrangeovih ili Newtonovih), niz interpolacionih
kubnih splineova za neprekidnu funkcije f sa ekvidistantnim ¢vorovima uvijek konvergira ka
funkciji f, pri ¢emu se brzina konvergencije povecava povecanjem diferencijabilnosti funkcije f.
Osim zbog brze konvergencije, primjena splineova za interpolaciju funkcija bila je uslovljena i
jednostavnom realizacijom algoritama za konstruisanje splineova.

Splineovi se u opstem slucaju definisu na sljedeci nacin. Neka su xy, xy, ..., x, razli¢iti ¢vorovi
interpolacije na segmentu [a,b], takvi da je a = xy < x| < ... < x,, = b. Za funkciju ¢ definisanu
na segmentu [a,b] kaZzemo da je spline k—tog reda u odnosu na ¢vorove x;, i = 0,...,n ako ima
sljedece osobine

1. @ je polinom k—tog stepena na svakom od segmenata [x;,x;+1],i=0,1,...,n—1;
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2. ¢ € '[a,b],

gdje je sa ct! [a,b] je skup svih funkcija definisanih na segmentu [a,b], koje na tom skupu imaju
neprekidan izvod (k — 1)—og reda.

Linearni interpolacijski spline

Najjednostavniji i najranije koriSteni spline je linearni interpolacijski spline, tj. spline prvog reda
odnosno stepena. Grafik ovog splinea je izlomljena linija. Ovaj spline je neprekidna dio po dio
linearna funkcija. U nastavku biée data konstrukcija linearnog interpolacijskog spline i procjena
greSke. Pretpostavimo da je f : [a,b] — R neprekidna funkcija i da poznajemo njene vrijednosti
f(x;),i=0,1,...,nun+ 1 jednom &voru

a=xg<x;<:-<x,=b. (2.63)

Funkciju f interpoliracemo neprekidnom po dijelovima linearnom funkcijom @ : [a,b] — R. Lako
se vidi da takva funkcija postoji i da je jedinstvena. Zai=1,...,n— 1 definiSimo

(Pl[xi,x,-ﬂ] = (pi7
N S (xiv1) = ()

@i(x) = fla) + == (x=x), x€[xxi ]

(2.64)

Kako je

©O;(xi41) = f(xi41) = Qi1 (xi31), i=0,...,n=2,

funkcija @ je neprekidna na ¢itavom segmentu [a,b], a linearna je na svakom podsegmentu
[x;,xi+1 ] Kako je osim toga

0(x0) = @o(x0) = f(x0),  @(x4) = Qu_1(x) = f(xn),

ona interpolira funkciju f u ¢vorovima xg, x1,...,x,. Nazivamo je linearni interpolacijski spline.
Linearni interpolacijski spline nije diferencijabilna funkcija u ¢vorovima xg,xy, ..., X, $to joj znatno
ogranicava upotrebu.

Odredimo sada greSku linearnog interpolacijskog splinea. Uz pretpostavku da je funkcija
fe Cz[a,b], prema Teoremi 2.4.1, za svaki x € [x;,x;41 | vrijedi

) =0i(x) = 5/(G) (x—x)(x = xis1), i=0,...,n=1. (2.65)
Oznadimo h; := x; — x;_. Buduéi da kvadratna funkcija x — (x —x;)(x — x;41 ) dostiZze minimum u
taCki X,pqy, = %, onda za svaki x € [x;,x;41] vrijedi

2
4 X 4 X h:
|(x=x;) (x = xip1)| < I(Xl 2X1+1 —xi)(Xl ZXHI —xi+1)| = Zl,

paje
2
F@ -0l < 5 | F@)]- 5 = 1@

Ako 0znacimo Ay, 1= _n&ax hiiM, := HEaX] |f ”(x)l , tada prema (2.65) vrijedi procjena greSke
i=0,...,n x€la,b

za linearni interpolacioni spline

M
max | £(x) = ()| < . (2.66)
x€la,b]
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Kubni interpolacioni spline
Linearni interpolacijski spline i kvadratni interpolacijski spline (spline drugog stepena) nisu pogodni
za primjenu zato $to nisu glatke, odnosno dovoljno glatke funkcije u ¢vorovima interpolacije. Zato
se u praksi koriste i splineovi veeg reda. Posebno je znacajan kubni interpolacioni spline (spline
treeg stepena), kratko kubni spline. Ovo su splineovi najmanjeg mogucéeg stepena koji imaju
neprekidan drugi izvod. Kroz primjene pokazalo se da splineovi veéeg stepena rijetko daju bitnija
poboljsanja.

Cilj nam je da neprekidnu funkciju f : [a,b] — R, &ije vrijednosti f(x;), i =0,...n znamo u
n+ 1 ¢voru

a=xg<x;<...<x,=Db,
interpolirati funkcijom C : [a,b] — R,
C(x)=Ci(x), x€[xpxiz1], i=0,....n—1, (2.67)

gdjesuC;,i=0,...,n—1, kubni g)olinomi. Na svakom podsegmentu [x;,x;41],i=0,...,n— 1 kubni
polinomi su oblika C;(x) = ¢;3x” + ci72x2 + ¢ 1x + ¢, dakle treba na svakom od n podsegmenata
odrediti 4 koeficijenta, ukupno 4n koeficijenata na [a,b], tj. treba nam 4n uslova postaviti za
sistem od 4n jednacine. Ovo ¢emo uraditi na sljede¢i nacin, svaki kubni polinom C; u krajnjim
taCkama podsegmenta [x;,x;41],7=0,...,n—1 je jednak vrijednosti funkcije f, tj. zadovoljava
interpolacione uslove, zatim prvi i drugi izvodi funkcije C su neprekidni u unutra$njim ¢vorovima,
tj. U xq,...,x,—1. Prethodne uslove moZemo i ovako zapisati

U Ci(x;) = f(x;),i=0,....n—1;

U2) Ci(xis1) = f(xi41),i=0,...,n—1;
(U3) Ci(xi41) = Cig (xi41), i =0,...,n=2;
(U4) G} (xi41) = Ci1 (xi41), i =0,...,n—2.

(U1D) i (U2) daju 2n jednacina, (U3) i (U4) po n— 1, sada ukupno imamo 4n — 2 jednacine, dakle
nedostaju dvije jednacine. Dodatne dvije jednacine dobijamo ispunjavanjem jednog od sljedeca tri
uslova

(USa) Cy(x0) = Gyt (%) = 0;
(U5b) f i C su periodi¢ne funkcije na [a,b];
(USe) Co(a) = f'(a),  Cuoa(B) = f(B).

Konstrukcija prirodnog kubnog splinea
Oznacimo vrijednosti funkcije u ¢vorovima interpolacije sa f;, tj.

fi=f(x),i=0,...,n,
zatim duZinu podsegmenta sa

hiy1 =xiy1—x,i=0,....,n—1,
te sa M; momente traZzenog splinea C

My :=Cp(x0), My:=Coi(x,), Mii=Ci(x), i=1,....n—1.
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Na svakom od podsegmenata [x;,x;41], i =0,...,n, funkcija C,!' je linearna, te je potpuno odredena
svojim vrijednostima M; i M;, na krajevima podsegmenta

Cl'(x) = M, ’;lﬂ +Ml-+f;,_—+’f", x € [x;xi01]. (2.68)
1 1

Integracijom (2.68) dobijamo da je na [x;,x;41 ]

iy = oy, G =X o)t
1 1 2hi+] i+1 2hi+] 1
(i1 =) =)
Ci(x) =M;,—— + M, +A,'(x—x,') +B;, (2.69)
6h;+1 6hi+1

gdje su A; i B; konstante integracije. One su rjeSenja sistema linearnih jednacina

2

h;
M'gl+B =f
2
i+1
My, % +Aihiv) + B =fis1,
odredenog uslovima C;(x;) = f(x;) 1 Ci(xi11) = f(xi41), 4.
fz+1 fz hi+1
Ai hl+l 6 (M1+1 Ml)
h
&=ﬁ—mﬁ?. (2.70)
Uobicajeni nacin zapisivanja splinea na segmentu [x;,x;,1 ] je
2 3
Ci(x) = i+ Bi(x—x;) + vi(x —x;)" + §(x —x;)7, (2.71)

gdje je na osnovu (2.68), (2.69) 1 (2.70)

o; =Ci(x;) = f;

Bi =Ci(x;) = h,2+1 +A; = fi;lli:lfi - hlgl (2M; + Mj1)
% =5Cl () = 5

0 = Cm( i) = (Mz+1 M;).

Svi koeficijenti splinea su izraZeni u funkciji momenta, pa momente treba izracunati. Sada koristimo
uslov (U3), vrijedi

Ci(x)=C_,(x;), i=1,...,n—1. (2.72)

Uslov (2.72) odreduju n — 1 jednacinu po momentima M;. Na osnovu (2.69) i (2.70) na segmentu

[xi,Xi41] je

2
1N (Xz+1 x)° (x=x;)" | firr+tfi hin
Cl(x) - l +Ml+1 2hl+1 + hl'+1 6

2hl+l

(M —M;),

dok je na [x;_1,x;]

(=) (=xin)’ | fit i
l l(x)_ l 1 2h Mi 2h1 + hi

h;
_E(Mi_Mi—l)v
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pa poslije uvrStavanja x = x; u prethodne izraze dobijamo

o .
C;—l(xi):ﬁ hﬁ l+glMi—1+§lMi
1
ooy _Jiwi—fi hiw hiyy
Ci(x;) = ot 3 Mi— = Mis1.

Uslov (2.72) se stoga svodi na sistem linearnih jednacina po M;

%M,-_l i +3hi+1Ml- + h’glMi+1 = fi+hll-+_1fi i _hf"“ , i=1l,..,n—1, (2.73)
koji se moZe zapisati i u obliku
WMo +2M+ VM, = Ay =1, n—1, (2.74)
gdje je
izhi}j‘i;lliﬂ’ Hi= h; +h;li+1 =1-v 2.75)
A % +6hi+1 (f;ll:lf _ i _hi il ) = 6f[xiip, Xiyxie1 ], i=1,...,n—1 (2.76)

Sistem (2.74) je sistem od n — 1 jednaCine sa n + 1 nepoznatom. Preostale dvije veze izmedu
momenata dobijaju se iz uslova (U5a,b ili ¢). Koristenjem uslova (U5a) dobijamo prirodni kubni
spline i u ovom slucaju je

My=M, =0, 2.77)
pa je

Ho=Vo=24=0ip,=v,=4,=0.

Sada sistem linearnih jednacina (2.74) zbog (2.77) mozemo zapisati i matricnom obliku

2 v 0 0 - 0 0 0 0 M, 2'1
Ho 2 v, 0 - 0 0 0 0 M, 7(,2
0 U3 2 V3o e 0 0 0 0 M; 13
: : =l (2.78)
0 0 0 - M3 2 V-3 0 M,_3 An—?)
0 0o 0 - 0 Hp—2 2 V-2 M, Anz
0 0o 0 - 0 0 Up—1 2 n—1 )Ln—l

Vrijedi sljedeéa teorema

Teorema 2.6.1 Sistem (2.78) ima jedinstveno rjeSenje pri proizvoljnoj podjeli (2.63) segmenta
[a,b].

Dokaz. Vidjeti u Radunovi¢ [7] |
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Poglavije 2. Interpolacija Spline interpolacija

N) Prirodni kubni spline C, koji interpolira funkciju f u Evorovima a = xo <xj <...<x, = bima

svojstvo da za svaku funkciju g € C2|:017 b], koja takode interpolira funkciju f u navedenim
¢vorovima, vrijedi

b " 2 b I 2
J (")) dxaj (c"(x)) dx, (2.79)
a a
odnosno
lg"ll2 = 1"l

tj. izmedu svih funkcija interpoliraju¢ih funkcija prirodni kubni spline C ima najmanju
Lr,—normu drugog izvoda. Svojstvo (2.79) nazivamo minimalno svojstvo prirodnog kubnog
splinea. Ovo svojstvo imaju i kubni splineovi sa druga¢ijom rubnim uslovima.

m Primjer 2.12 Izracunati odgovarajuéi spline ako su zadane vrijednosti funkcije sljede¢om tabelom

X ‘ 0
fG) ]

Rjesenje. Posto je n = 4, treba izraCunati M, M, i M5 Koristeéi u;M;_1 +2M; + VM, 1 = A;, =
1,...,3. IzraCunajmo prvo koeficijente y;, v; i A;, i = 1,2,3,. Vrijedi

1 2 3 4
2 01 0

hy =hy = hy = x1 —x¢ = 1, (Cvorovi ekvidistantni)

P |
ul_uz_u3_hi+]+hi_2
1
Vi=sva=vs=l-p =3
6 (Hh-fi fi—fo)_
Al_h1+h2( hy B hy =9
6 (fi—fr fH-f1)_
2'2_}12+h3( h3 h h2 =9
o0 (i _B-h)\_
3 hsy + hy hy hs '
Odgovarajudi sistem je
1
2M1+—M2:—9
2
1 1
§M1 + 2M2 + §M3 =9
1
§M2+2M3=—6,
177 51 =135

rjeSenje sistema je (M, M, M3) = ( TR T)‘ Sada C; (poslije uvrStavanja u 2.71 izraza za
o;, Bi, ¥;, 0; izraZenih preko M; i M, i sreéivanja) ra¢unamo po formuli

W
(M _Mi):| (x—2x;)+ fi— M=

(2.80)

Gi(x) =M,

3 3
(Xis1 — ) M (x—x;) L L fi i
6hi+1 1 6 hiv1 6
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Trigonometrijska interpolacija Poglavije 2. Interpolacija

Dobijamo
1
Colx) =2¢ (56+ 115x—592")
1
Ci(x) =3¢ (-130+673x - 558x° + 127x°)
1
Cao(x) =5¢ (1790 - 2207 + 882+ — 113x")
1
C3(x) =5¢ (~2476 +2059x - 540x" + 45x ) ,
odnosno

56+ 115x—59x° ), O<x<1
—130+673x = 558x” + 127x°), l<x<2
1790 - 2207x +882x° — 113x°),  2<x<3

—2476+2059x — 540 +45x°),  3<x<4.

2.7 Trigonometrijska interpolacija

Za interpolaciju periodi¢nih funkcija bolje je koristiti trigonometrijske funkcije. Jedna od takvih
formula za interpolaciju 2r—periodi¢ne funkcije je Hermiteova formula

_ L sin(x —x;)
f(x)~; gm f(x). (2.81)
i

Ona odgovara Lagrangeovoj formuli (2.14)-(2.16) za neperiodi¢ne funkcije, i koristi se za proizvol-
jan raspored ¢vorova interpolacije.

Problem trigonometrijske interpolacije prvi je rijeSio GauB, koji je izveo nekoliko formula
slicnih Hermiteovoj. Formula koja se obi¢no naziva GauBlova, razlikuje se od formule (2.81)
po faktoru % koji se pojavljuje u argumentu sinusa. Interpolaciona formula se trazi u obliku
trigonometrijskog polinoma

Pa(x) =agp+ Z (ay coskx + by sinkx), (2.82)
k=1

Ciji su koeficijenti odredeni uslovima interpolacije p,(x;) = f(x;), i =0,...,2n, u ¢vorovima

0<xp<x; <+ <Xy, 2.
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Poglavije 2. Interpolacija Trigonometrijska interpolacija

Oni su stoga, rjeSenja sistema linearnih jednacina

n
f(x0) =ap+ Z (ax coskxq + by sinkxg)
k=1

f(x1) =ag+ Z (ay coskx; + by sinkx;) (2.83)
k=1

f(xzn) =ap + Z (ak Ccos karz + bk sin kx2n)-
k=1

Determinanta sistema (2.83)

1 cosxy sinxy ... cosmxg Sinnxg
1 cosx; sir%xl ... cosmx; sinnx _ 2,,2 1—[ sin Xq ;xp (2.84)
L . 0<p<q<2n
1 cosxy, sinxy, ... COSnxy, sinnxp,
je razlicita od nule, jer je 0 < x, —x, < 27, pa je sin x";x" #0zasvako pigq.
Sistemu (2.83) dodajmo jednacinu (2.82) napisanu za x # x;, k =0,...,2n
n
—pu(x) +ag+ Z (ay coskx + by sinkx) =0
k=1
n
—f(xo) +ap+ Z(akcoskxo+bksinkx0) =0 (2.85)
k=1
(2.86)
n
_f(XZn) +ag+ Z (ak coskxy, + by Sinkan) =0.
k=1
(2.87)

Ako ovaj sistem posmatramo kao sistem od 2n + 2 jednacine po 2n + 2 koeficijenata ag, ay, by, k =

1,...,2n, 1 po koeficijentu ¢ = —1 uz p,(x) i f(xx), k= 0,...,2n, onda njegova determinanta mora
biti jednaka nuli

pa(x) 1 cosx sinx ... cosnx  sinnx
X 1 cosx sinxg ... COSnHx sinznx
f(x0) 5 X0 0 0 U (2.88)
X 1 cosx sinx ... cosnx sinnx
2n 2n 2n 2n 2n

jer je sistem homogen a ima netrivijalno rjeSenje. Razvijanjem determinante po elementima prve

kolone i izraZavanjem p,,(x) iz (2.88) dobijamo GauBovu formulu za trigonometrijsku interpolaciju.
= Primjer 2.13 Interpolirati funkciju f(x) = sinx + cos 3x trigonometrijskim polinom. Za ¢vorove
uzeti tacke 3, 7, %”,276.

RjeSenje. Odgovarajuca tabela je
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Zadaci za vjeZbu Poglavije 2. Interpolacija

3
: 2%

fo) | 81 V2 o1

— e

\ sin(x—%)sin(x %)sm(x 27)
p(x):(T_l)'sin §=3)sin(§ -5 )sin(§ -27)
372 374 3
sm(x—%)sm(x—%”)sin(x—Zn)
+1
(52 )sn(3-)on(3-21)
5 s1n3 x—% sm( %)sm(x 27)
sin(f—%)sm %—%)sm( 271)
ol sin x—g)sm(x—%)sin(x—%”)
sm(27r—§)s'n(27r %)sin(2n’—%ﬂ)
_ 8cosxcos (x + %) sinx )

+ 21/ = cosxcos x+ )s1n(x+ )

W

1++/3

8\/>( )cosxsmxsm( )

1++/3

\A VAT,
AVAREAY

Slika 2.8: Lijevo je grafik funkcije f(x) = sinx + cos3x, a desno je grafik odgovarajuéeg
trigonometrijskog interpolacionog polinoma

—2v2cos (x+ %)sinxsin (x+ %)

2.8 Zadaci za vjezbu

1. Odrediti 1nterpolac10n1 polinom koji interpolira funkciju f(x) = sinx zadana tabelom
| 0
f(x) 0

D=y
— NS

(a) Zadatak rijesiti koriStenjem sistema linearnih algebarskih jednacina dobijenog iz uslova
p3(xi) = f(xi)7 i = Oa s 73'
(b) Zadatak rijesiti koristeéi interpolacioni polinom u Lagrangeovom obliku.

(c) Zadatak rijesiti koristeci interpolacioni polinom u Newtonovom obliku i koristeci
podijeljene razlike.

2. Odrediti interpolacioni polinom koji interpolira funkciju f zadana tabelom
x |2 0 2 4
fx) |1 2 4 2
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Poglavije 2. Interpolacija Zadaci za vjeZbu

(a) Zadatak rijesiti koriStenjem sistema linearnih algebarskih jednacina dobijenog iz uslova
p3(x) = f(x),i=0,...,3.

(b) Zadatak rijesiti koristeci interpolacioni polinom u Lagrangeovom obliku.

(c) Zadatak rijesiti koriste¢i interpolacioni polinom u Newtonovom obliku i koristeci
podijeljene razlike.

3. IzraCunati interpolacione polinome za funkcije zadane tabelarno

x |02 03 12 24

@ 212 232 443 2

boox |23 13 18 24 3
® ) T0382 2232 4143 2 3
o 3 15 08 14 33 4
O TF) 1342 1232 2143 24 3 2

4. Izradunati interpolacioni polinom za funkciju f(x) = e " cos2x. Za Evorove izabrati

(a) nule Cebisevljevog polinoma Tj.
(b) nule Cebisevljevog polinoma 7.

(¢) nule Cebigevljevog polinoma Tg.

5. (a) Kako se ratuna greska interploacionog polinoma u tacki x € [a,b], a = xy, b = xy.

(b) Interpolirati funkciju f(x) = ¢, na[0.5,2], koristiti dva &vora xy = 0.5, x; = 2. Odrediti
gre sku interpolacije.

(¢c) Izralunati p(e).

6. Odrediti Hermiteov interpolacioni polinom ako je poznato

X 1 2
@ f(x)]0 -1

fly ]2 1

X -1 0 2
® X1 0 =2

fx)yl1 -1 3

7. IzraCunati linearni spline za funkciju datu tabelarno
x |[-02 03 08 13

fx) | 12 232 443 2
Kolika je greska interpolacije?

8. Odrediti prirodni kubni spline za funkciju zadanu tabelarno

@ X |02 03 12 24
V[ 12 232 443 2

10 1 2 3
®

FO)-1.15 232 -032 213 2.13

9. Odrediti trigonometrijski interpolacioni polinom za

(a) funkciju f(x) = cosx + sin3x, za &vorove uzeti tacke g, 7 37”, 2m;
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Zadaci za vjeZbu Poglavije 2. Interpolacija

(b) funkciju zadanu tabelarno
0 i T 2 3

X

3 2 3 2
f) 7 3 2 4 2
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(3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema

U ovom poglavlju bice razmatrane metode za pribliZzno rjeSavanje nelinearnih jednacina

f(x) =0, (3.1

gdje je f : [a,b] ~ R, nelinearna funkcija, za koju ¢emo pretpostaviti da je neprekidna na [a,b].
Te na kraju poglavlja bi¢e razmatrano i numericko rjeSavanje odgovarajucih nelinearnih sistema.

Zabroj & € [a,b] za koji je f(&) = 0 kaZemo da je rjeSenje (korijen) jednaline (3.1). Tako su
na primjer, 11 2 rjeSenja jednacine

¥ =3x+2=0,

u Sta se moZemo uvjeriti uvrStavanjem 1 i 2 u jednacinu. Rijesiti jednacinu znaci odrediti sva njena
rjeSenja. Moze se desiti da jednacina nema rjesSenja, da ima jedno, viSe (konacno ili beskona¢no), te
da su neka rjeSenja viSestruka.

U zavisnosti od toga da li je funkcija f algebarska ili transcedentna, nelinearne jednacine (3.1)
dijele se na algebarske ili transcedentne.

Rjesavanje jednacina (3.1) sastoji se od dva koraka, i to

1. Lokalizacija (razdvajanje, izolacija) korijena & te jednacine, tj. odreduju se disjunktni
intervali unutar kojih se nalazi ta¢no po jedan korijen jednacine. Ovako se odreduje i broj
rjeSenja jednacine.

2. Drugi korak je odredivanje aproksimativne vrijednosti korijena & na svakom od dobijenih

intervala u prethodnom koraku sa unaprijed zadanom tac¢noscu.

Vazna karakteristika svake iterativne metode je njena brzina (red) konvergencije. To je broj koji
je usko povezan sa brojem potrebnih iteracija za postizanje traZzene tacnosti u iterativnom procesu.

KaZemo da niz (x,,), generisan nekom numeri¢kom metodom, konvergira ka rjeSenju & brzinom
(ili da je red konvergencije) p € R" ako postoji konstanta C > 0 takva da je

| %001 — E| < Clx, — E|” zasve n = n, (3.2)
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3.1

Lokalizacija rjeSenja Poglavije 3. RjeSavanje nelinearnih jednacina i sistema

gdje je ng cio broj. U ovom slucaju za metodu kojim je generisan niz (x, ) kaZe se da je metoda
reda p.

Specijalno, ako je p = 1, kazemo da je metoda linerna, a ako je p = 2 da ima kvadratnu brzinu
konvergencije.

Lokalizacija rjesenja

Lokalizacija korijena moZe se uraditi raznim analiti¢kim i grafickim metodama. Odredivanje
korijena analiti¢kim putem zasnovana je primjeni sljedecih teorema.

Neka je & rjeSenje jednacine (3.1) koji je izolovan na intervalu (a,b) i neka je X € (a,b)
aproksimacija tog rjeSenja odredena nekim od numeri¢kih metoda. Pretpostavimo da je f €
C'[a,b]. Tada vazi sljedeca teorema

Teorema 3.1.1 Akoje | f'(x)| = m; > 0 za sve x € (a,b), tada je

|& —%| < % (3.3)

Dokaz. Na osnovu Lagrangeove teoreme je

fGE=f(E)=f()F-&),

gdje je ¢ neka tacka koja se nalazi izmedu tadaka & i X. Imajuéi u vidu da je f(£) =0i f'(c) =
my > 0, dobijamo

F@] =11 )] [x=& = my|x=&],
odakle slijedi ocjena (3.3). |

Teorema 3.1.2 Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] i ako ona na krajevima tog
segmenta ima vrijednosti razli¢itog znaka, tj. ako je f(a)- f(b) < 0, tada jednacina f(x) =0
ima bar jedan korijen na intervalu (a,b).

Uslov f(a) - f(b) < 0kaze da f(x) = 0 ima barem jedan korijen na (a, b), ali ostaje pitanje da li je
to jedini korijen ili ih ima vise. Sljedeca teorema daje uslov pod kojim posmatrana jednacina ima
tacno jedan korijen.

Teorema 3.1.3 Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] na ¢ijim krajevima ima vrijed-
nosti razli¢itog znaka i ako izvod f' ima stalan znak na intervalu (a,b), tada jednacina f(x) = 0
ima ta¢no jedan korijen na intervalu (a,b).

Kada kazemo da funkcija g ima stalan znak na intervalu (a,b), onda to znadi da je g(x) > 0
ili g(x) < 0 za svaki x € (a,b).

Za lokalizaciju rjeSenja korisna je i sljedeca teorema, a koja predstavlja neposrednu posljedicu
Rolleove teoreme

Teorema 3.1.4 Izmedu dvije uzastopne ekstremne tacke funkcije f nalazi se najviSe jedan
korijen jednacine f(x) = 0.
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Poglavije 3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema Lokalizacija rjeSenja

Pod ekstremnom tackom u prethodnoj teoremi podrazumijeva se vrijednost argumenta za
koju funkcija ima ekstremnu vrijednost.

m Primjer 3.1 Razdvojiti korijene jednacine X —6x+2=0

Rjesenje. Posmatrajmo funkciju f(x) = X —6x+2. Vrijedi f'(x) = 3x* — 6. Nule f' su u tatkama
++v/2, u okolini ovih tacaka f' mijenja znak pa mozemo zakljuditi da funkcija f ima ektremne
vrijednosti za x = +v/2, zatim znak f : je konstantan za x < —v2 i x > v/2, pa na osnovu prethodnih
teorema dobijamo sljedecu tabelu

x |4 -2 V2 4
-+ -+

Mozemo zakljuéiti da f(x) = 0 ima tri korijena na intervalima (=4, —v2), (=v2,v2) i (v/2,4). A
Sto se moZe vidjeti na Slici 3.1

Slika 3.1: Grafik funkcije £(x) = x° — 6x+2

Kako je danas dostupan software sa odli¢nim grafickim moguénostima (Mathematica, Matlab,
i dr.), grafickom metodom je lako uraditi lokalizaciju rjeSenja. Ova metoda bice ilustrovana na
sljedeCem primjeru.

= Primjer 3.2 Grafickom metodom lokalizovati rjeSenja jednacine ¢" sin4x — %xz + % =0.

Rjesenje. Jednacinu moZemo napisati u sljedeéem obliku e'sindx = %xz - % Zatim neka su
f(x) =¢"sindxig(x) = %xz - % Nacrtajmo grafike funkcija f i g, te sa grafika odredimo intervale

u kojima se nalaze rjeSenja date jednacine, tj. odredimo intervale u kojime se sijeku grafici funkcija

fig
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Metoda polovljenja segmenta Poglavlje 3. RjeSavanje nelinearnih jednacina i sistema

Slika 3.2: Grafici fukcija f(x) = ¢"sin4x i g(x) = %xz - %

TraZeni intervali su (—1.5,-1), (-0.8,-0.4), (-0.4,0), (0.6,1) 1 (1.4,1.8). .

3.2 Metoda polovljenja segmenta

Pretpostavimo da je izvrSeno razdvajanje korijena jednacina (3.1) i da je odreden neki segment
[a,b] na kome se nalazi tatno jedan korijen & te jednacine. S obzirom na ono $to je receno u
prethodnom dijelu o lokalizaciji korijena, za funkciju f vrijedi

f(a)- f(b) <0.
Metoda se sastoji u sljedecem:

Wt odje je ap = a, by = b:

1. Segment [a,b] podijelimo na dva jednaka dijela tatkom x; =

2. Ispitujemo znak f(ag) - f(x1) i f(x1) - f(bo),

(a) Akoje f(ag)- f(x1) <0, postupak nastavljamo na segmentu [ay,b; ], gdje je a; = ag i
by = xy;

(b) A, akoje f(x1)- f(bg) <0, postupak nastavljamo na segmentu [ay,b; ], ali sada a; = x;
1Dy = by;

3. Opisani postupak nastavljamo sa segmentom [a;,b; ], dobijamo segment [a,,b; ], ...

Ako nekom momentu dobijemo f(x,) = 0, to bi znacilo da je = x,,, a ako se ovo ne desi, postupak
bi nastavili dok se ne dobije dovoljna tacnost (o koje ¢e biti rijeci u nastavku).
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Poglavije 3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema Metoda polovljenja segmenta

€3

Slika 3.3: Dijeljenje segmenta [a,b]

Ovako opisani metod omogucava generisanje niza (umetnutih ili iS¢ezavajucih) segmenata
«+ C lan,by] € [ap-1,bp-1] C +++ Claz,ba] C [a1,b1] C [a0, o]

takvih da je b, — a, = % i flay_1)-f(bpo1)<0,n=1,2,...

Niz (x,) predstavlja niz sukcesivnih aproksimacija korijena &, pa metoda polovljenja segmenata
predstavlja iteracioni metod.

Ako je € zadana taCnost sa kojom treba odrediti aproksimaciju korijena & opisani postupak
racunanja aproksimacija treba zaustaviti na koraku na kome je

b,—a, <2¢
jer je

b,—a
|§_xn+1|$ n2 L

Kako se na svakom koraku vr$i polovljenje segmenta, imamo

b()—a() _ b—a

bn —a, = on = on )
pa vazi sljedeca ocjena greske aproksimacije x,,
b—a

(3.4)

1€ —xut1] < PR

Iz ove ocjene slijedi

lim Xpn+1 = gv
n—+00
§to znaci da metod polovljenja intervala konvergira.
Ako je Zeljena tacnost € zadana, moguce je unaprijed odrediti broj koraka potrebnih za dosti-
zanje te ta¢nosti. Naime, da bi bilo |& — x| < &, dovoljno je da bude
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Metoda polovljenja segmenta Poglavlje 3. RjeSavanje nelinearnih jednacina i sistema

pa je
log(b —a) —log(2¢)
nz .

z Tog2 3.5

N) Relacija (3.5) je tako dobijena, da se prvi korak smatra samo odredivanje segmenta [a,b],
jer je prva aproksimacija tatnog rjeSenja upravo x| = b%“. Dakle, potrebno je napraviti jo$ n
koraka da bi se dobila potrebna tac¢nost.

Metoda je veoma jednostavna, ali iz relacije za procjenu greSke (3.4), mozZe se primjetiti da je
raunanje segmenta gdje se nalazi Korijen & prili¢no spor proces. U slu¢aju zahtjeva za ve¢om
ta¢nos$¢u potrebno je izvrSiti veci broj koraka. Pa se ova metoda koristi u slu€ajevima kada se ne
trazi veca tanost ili da se smanji segment na kojem se nalazi korijen & jednacine, pa da se onda taj
korijen izraCuna nekom efikasnijom metodom.

m Primjer 3.3 Koristeéi metod polovljenja segmenta izraCunati pribliznu vrijednost jednog korijena
jednadine ¥ -2 —5x+6= 0, sa tacnoscu € = 0.005.

Rjesenje. Izvrsimo prvo lokalizaciju rjeSenja grafickom metodom.

¥y

AN
N

Slika 3.4: Grafik funkcije £(x) = x° — 2x* — 5x +6.

Sa grafika funkcije f vidimo da se korijeni jednaCine nalaze u intervalima (—2.5,—1.5), (0.25,1.5)
i (2.5,3.5). Izratunajmo Korijen iz intervala (0.25,1.5). Potrebno je

log(1.5-0.25) —log(2-0.005)
log?2

~6.97<7,

dakle potrebno je poslije odredivanja prvog aproksimativnog rjeSenja x; uraditi jos 7 koraka da bi
dobili aproksimaciju rjeSenja sa zadanom tacnoc¢u. Dobijene vrijednosti su u tabeli.

a,+b
a by Xn+1 = n2 . &

0.25000 | 1.50000 0.87500 0.62500
0.87500 | 1.50000 1.18750 0.31250
0.87500 | 1.18750 1.03125 0.15625
0.87500 | 1.03125 0.95312 0.07812
0.95312 | 1.03125 0.99219 0.03906
0.99219 | 1.03125 1.01172 0.01953
0.99219 | 1.01172 1.00195 0.00977
0.99219 | 1.00195 0.99707 0.00488

NN R W= O S

Samir Karasulji¢ 56



3.3

Poglavije 3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema Metoda jednostavnih iteracija

Metoda jednostavnih iteracija
Za tatku & € [a,b] kazemo da je fiksna tacka neke funkcije @ : [a,b] — R ako je ¢(&) = &.

Racunanje nule funkcije f : [a,b] — R na segmentu [a,b] moZe se povezati sa raCunanjem fiksne
tacke funkcije @ : [a,b] — R,

@(x) = x—f(x), (3.6)

na tom segmentu. Lako se vidi da je xy € [a,b] nula funkcije f onda i samo onda ako je x, fiksna
tacka funkcije ¢, a rjeSavanje jednacine f(x) = 0 ekvivalentno je raCunanju fiksne take funkcije
0, tj. rjeSavanju jednacine

x=o¢(x). (3.7

Za funkciju @ obi¢no postoji vise izbora. Na primjer, jednacinu ¢" — x — % =0zax> % mozZemo
napisati u obliku

xS 5
x=e —Zlhx—ln(x+z). (3.8)

Geometrijski gledano, umjesto rjeSavanja jednacine f(x) = 0, traZimo presje¢nu taCku grafika
funkcija fi(x) = x i f>(x) = @(x). Nakon $to se odrediti segment I = [a,b] u kome se nalazi
presjecna tacka, odredimo pocetnu aproksimaciju xy iz ovog segmenta. Sljedecu aproksimaciju
biramo tako da je x; = @(xg), ponavljajuci ovaj postupak dobijamo niz

X0, X1 = (P(x0)7 Xy = (P(xl )7 cey Xy = (P(xn—l )7 cee (39)
Na Slici 3.5 1 3.6 predstavljeni su opisani procesi. Ovako definisani niz moZe a i ne mora konvergi-
rati, Sto se vidi iz sljedeéeg primjera.

a Primjer 3.4 Izradunati rjeenje jednacine 2x* — 3x + 1 = 0 na segmentu [0.5, 1.5] primjenom
metode jednostavnih iteracija rjeSavanjem jednacina

@ x=fi(x), folx)=@(x) =2 -2x+]1,

®) x=fi(x), fHx)=0e) =3

Rjesenje. Uzmimo za xy = 1.25, odgovarajuci nizovi dati su u tabeli

k 0 1 2 3 4 5 6 7

@ () 162500 3.03125 133144 328920 2x10° 9x10™ 6x 10
b () 117260 1.12200 1.08766 1.06372 1.04670 1.03443  1.02550 1.01894

44

1z tabele vidimo da je drugi izbor funkcije ¢ dobar, dok prvi izbor nije. "
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Metoda jednostavnih iteracija Poglavlje 3. RjeSavanje nelinearnih jednacina i sistema

Ty X1 T2

;

Slika 3.5: Grafici funkcija f;(x) = xi f>2(x) = @(x), koje nisu dobro izabrane

fi(z) =2
fa(z) = o(2)

Slika 3.6: Grafici funkcija f;(x) = xi f>(x) = @(x), koje su dobro izabrane

Kao Sto se moze vidjeti izbor funkcije pod (a) daje divergentan niz, a pod (b) konvergentan.

Mogu se postaviti sljedeca pitanja:

1.
dobiti konvergentan niz?

konvergencije?

4.

Odgovora na sva pitanja daje sljedeca teorema

Je li niz definisan sa (3.9) konvergentan? Ako nije, je li moguce novim izborom funkcije ¢

Ako je niz (3.9) konvergentan, da li konvergira ka prema rjesenju jednacine (3.7)?

. Ako je niz (3.9) konvergentan i ako konvergira rjeSenju jednacine (3.7), kakva je brzina

Posto rjesenje jednacine (3.7) nije poznato, kako procijeniti greSku aproksimacije x,,?
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Poglavije 3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema Metoda jednostavnih iteracija

Teorema 3.3.1 Nekaje ¢ : I = [a,b] — R neprekidno diferencijabilna funkcija za koju vrijedi
(1) o(x)elzasvakix €l
(2) 3g € (0,1), takav da je |@'(x)| < ¢ za svaki x € (a,b).

Tada postoji jedinstven & € I takav da je (&) = &. Osim toga, za proizvoljni xq € I, niz definisan
sa

Xy =0(x,—1), n=12,... (3.10)

konvergira prema & i vrijede sljedeée procjene greske aproksimacije

q
|, = X011, (3.11)

&~ < 1

S

n

€~ xl < 75

N

|1 = xo]. (3.12)

BN

Metoda ima linearnu brzinu konvergencije, tj. vrijedi

|6_xn+1|sQ|§_xn|' (3-13)

Dokaz. Kako je x, = @(x,_1) i x,41 = ¢(x,,), prema Lagrangeovoj teoremi postoji ¢ € (a,b), tako
daje

Xp1 =% = @(x,) = 9(x,-1) = ‘P’(C)(xn = Xp-1)-
Sada je

et = | < qlay =21 <o < g g =) (3.14)
Konstruisimo sljedeci red

xo+ (x1—x0) + (g —xp) 4+ -+ (x, = x,_1) + -+ (3.15)

Niz njegovih parcijalnih suma jednak je nizu (x,), tj. s, = x,. Zbog (3.14) jedna majoranta ovog
niza je red

n—1
|xo| + [x1 —=x0| +qlxy —=x0| + - +q " |x; —x0| + -+ (3.16)
kojeg moZemo zapisati ovako
Ixo| + |x1 —xo| (14 q+--+g"" +--). (3.17)

Kako je g < 1, geometrijski red iz zagrade u prethodnom izrazu je konvergentan, pa je i red (3.16).
Na ovaj nacin pronasli smo jednu konvergentnu majorantu reda (3.15), $to znaci da je i taj red
konvergentan. Po definiciji konvergencije reda, odgovarajudi niz (s, ) parcijalnih suma (3.15) je
konvergentan. Kako je s, = x,,, to znaci da je i niz (x, ) konvergentan, tj. postoji realan broj &, takav
da je & = limx,. Zbog uslova (1) ¢itav niz (x,) je sadrzan u I, a kako je I zatvoren skup, takode je
Eel

Ako u (3.10) pustimo da n — 00, onda zbog neprekidnosti funkcije ¢ imamo da & = @(&), $to
znali da je & Korijen jednaline (3.7).
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3.4

Poglavije 3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema Newtonov met. i mod.

Dokazimo sada da je é Jedino rjeSenje jednacine (3.7) na segmentu /. Pretpostavimo suprotno,
tj. pretpostavimo da je & takode rjeSenje jednacine (3.7) i da vrijedi & = @(&). Sada prema
Lagrangeovoj teoremi mora postojati neki ¢ € (a,b), takav da je

E-E=0(E)-9(&) = @'(e)(E-2),
odakle slijedi
(E-&)1-¢'(c)) =0.

Bududi da je 1 — ¢'(c) # 0 zbog uslova (2) mora biti & = £. Dakle, & je jedino rjeSenje jednacine
3.7).

Dokazimo sada procjenu (3.11). Za funkciju f(x) = x — @(x) zbog uslova (2) vrijedi f'(x) =
1- (p'(x) = 1 —¢q > 0. Zato uz koriStenje Lagrangeove teoreme dobijamo

|Xn—(P(Xn)| = |f(xn)| = |f(xn)_f(€)| = |(xn_€)f’(c)| Z (I_Q)|xn_§|7

odakle, ponovo koriste¢i Lagrangeovu teorenu dobijamo traZzenu procjenu (3.11)

|xn_(P(xn)| - |(P(xn—l)_(P(xn)| < Q|xn_xn—1|
l-g 1—¢g S l-q
Procjenu (3.12) dobijamo iz (3.11) koristeci (3.14)

=& <

n

q q
_qlxn_xn—ll S l—q

lx, =& < 1 lx; = xo.

Jos treba dokazati da metoda ima linearnu brzinu konvergencije. Koristeéi x,41 = @(x,)i& = (&)
i Langrangeovu teoremu, zaklju¢ujemo da postoji neki ¢ € (a,b), takav da je

& X1l = 10() = @(x)] = [(E =xa)0'(c)] < ql& =],
odakle neposredno slijedi (3.13). |

m Primjer 3.5 =

Newtonova metoda i modifikacije Newtonove metode

Pretpostavimo da smo odredili segment I = [a,b], kome pripada rjeSenje jednaCine

f(x) =0, (3.18)

gdje je f neprekidna i dovoljno glatka funkcija za koju vrijedi f'(x) # 0, za svaki x € I, te neka su
f'(x), f"(x) konstantnog znaka za Vx € [a,b].

Izaberimo pocetnu aproksimaciju xy € I, te aproksimirajmo funkciju f linearnom funkcijom u
okolini tacke x( koristeci Taylorov razvoj

fi(x) = f(x0) + (x=x0) f (x0)- (3.19)

Grafik funkcije f] je tangenta na grafik funkcije f u tacki (xq, f(xp)). Umjesto jednacline (3.18)
rjeSavaéemo jednacinu f; (x) = 0. Geometrijski gledano, umjesto odredivanja tatke presjeka grafika
funkcije f sa x—osom, odrediva¢emo tacku presjeka tangenta f; sa x—osom. Zbog toga se ova
metoda zove metoda tangenti. RjeSenje jednacine f;(x) = 0 oznacimo sa x|, sada moZemo pisati

f(xo)
f(x0).
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Newtonov met. i mod. Poglavije 3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema

Ponavljajuéi ovaj postupak, dobijamo niz xy,x;, ... zadan rekurzivnom formulom

f)
£

n=0,1,... (3.21)

Xn+1 = Xp

Slika 3.7: Newtonova metoda

Teorema 3.4.1 Neka je funkcija f : I — R ima neprekidan drugi izvod na segmentu I = [a,b].
Neka je dalje, f(a)- f(b) <0, a prvi i drugi izvod izvod funkcije f na segmentu I imaju stalan
predznak.

Tada, ako je x € I izabran tako da je

F(x0) - £ (x0) > 0, (3.22)

onda niz definisan sa (3.21) konvergira prema jedinstvenom rjeSenju & jednacine f(x) = 0. Pri
tome vrijedi procjena greske aproksimacije

M, 2
|6_xn| s M(xn_xn—l) ) (3-23)
gdje je
my =min|f'(x)], M, =max|f"(x)], (3.24)
x€l x€l
i metoda ima kvadratnu brzinu aproksimacije, tj. vrijedi

M
16 —xnni] < 5,2 (E —x)’, (3.25)

Dokaz. Razmotrimo sluéaljl
f(a) <0, £(b) >0, f'(x) >0, f"(x) >0 za svaki x € I.

Primjetimo prvo da postoji jedinstveni & € I takav da je f(&) = 0 i izaberimo x, € [ tako da je
ispunjeno (3.22). Kako je po pretpostavci ' (xo) > 0, onda je i f(xo) > 0, pa je xo > & jer je f
rastuca funkcija.

'Ostali slucajevi se dokazuju analogno
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Poglavije 3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema Newtonov met. i mod.

Primjenom matematicke indukcije pokaza¢emo da je niz definisan sa (3.21) monotono opadajuci
i ogranicen odozdo sa &.

1. Pretpostavimo da je x,, > . Prema Taylorovoj formuli je

£ = £l + £ () (rm) 4 5 (e e =)

gdje je ¢; izmedu x i x,,. Specijalno, za x = & imamo

0= £(8) = F5) + £/ (0) (E =5 + 5" (e2) (E ),

gdje je ¢, izmedu € i x,,. Kako je f"(c) > 01 & —x, #0, (zbog x, > &), onda je
FO) + £ () (€ =x,) <0,

Odavde je

)
" P )

pajeix,.; > &. Dakle niz (x,) je ograni¢en odozdo sa &.

E<x

= Xn+1,

2. Kako je x, > & za svaki n € N, onda zbog strogog monotonog rasta funkcije f mora biti i
f(x,) > f(&) = 0za svaki n € N. Osim toga, po pretpostavci je i ' (x,) > 0 za svaki n € N.
Zato iz (3.21) slijedi

_ f(x)

Xy —Xpe1 = >0

fl)
Sto znaci da je niz (x,,) monotono opadajudi.

Bududi da je niz (x,,) monotono opadajuci i ogranicen odozdo, on je konvergentan i Citav se nalazi u
I, pa zbog toga postoji realan broj & € I, takav da je & = limx,,. Ako sada u (3.21) pustimo n — oo,
dobijamo

z_7_ @)
g-g-03)
(&)
odakle (zbog f '(E) > 0) slijedi f (E) = 0. Kako je E jedinstvena nula funkcije na segmentu /, mora
biti & = &.

DokaZimo sada (3.23). Prema Taylorovoj postoji realan broj ¢ izmedu x,, i x,,_1, takav da vrijedi

FC) = £ )+ £ () =501 + 5450 =51

Zbog (3.21), ostaje samo

1 I
£ = 5£"() 0 =xm1)”,
odakle je
1
£ Co)l < 5Ma (%= x01). (3.26)
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34.1

Newtonov met. i mod. Poglavije 3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema

Kako je po Lagrangeovoj teoremi

FE) =) = (§=x)f (1), er €1,
te

FCal = 1€ =xal - 1F (e 2 my - € x|
a zbog stroge monotonosti funkcije f slijedi

& x| < If( n)l

, gdieje 0 <my = mel}l |F ()] (3.27)

Sada iz (3.27) koriste¢i (3.26) dobijamo (3.23).
Na kraju treba dokazati kvadratnu brzinu konvergencije metode, tj. dokazati nejednakost (3.25).
Prema Taylorovoj formuli postoji realan broj ¢ izmedu & i x,,, takav da vrijedi

0= F(8) = Flx) + £ () (E—x) + 3 ()& —x.)
Dijeljenjem sa f'(x,), dobijamo
£ (o) 1 (o)

2
0= —xpt+z-—=(&E-x,)".
o) TS T T gy T
Koristeéi sada (3.21), imamo da je
1 [0
Xpr1 — & = (&-x,)%,
f1(xn)
odakle slijedi (3.25). |
= Primjer 3.6 n

Modifikacije Newtonove metode

U svakom koraku Newtonove metode moramo izraCunati i vrijednost funkcije i njenog izvoda,
Sto u nekim slu¢ajevima oteZava primjenu ove metode. U sljede¢im modifikacijama izbjegnuto je
racunanje vrijednosti izvoda u svakoj iteraciji.

Metoda sjecice Neka je lokalizovano rjeSenje f(x) = 0, gdje je f € C[a,b], tako da vrijedi

f(a)- f(b) <Oineka f i f' imaju stalan znak na [a,b]. (3.28)

Posmatrajmo slucaj f'(x) >0 i f'(x) > 0. Sada na segmentu [a,b] izaberimo dvije pocetne
aproksimcije x(, x; i neka je xy = b. Povucimo pravu kroz tacke (xq, f(xo)) i (x1,f(x1)). Sljedecu
aproksimaciju dobi¢emo kao apscisu presjecne tacke ove prave i x—ose

f(x0), ako je f(x1) # f(xo).

Xy = Xo —

f (x1 ) f (xO)
Ponavljajuéi postupak, dobijamo niz definisan rekurzivhom formulom

Xp — Xn—1

Xp+1 = Xp—1 — mf(xn—l), f) # f(xuo1),n=1,2,... (3.29)

ili

X — Xn—1.f (%) = X0 f (Xn-1)
n+1 f(x”) _f(xn_]) 9
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Poglavije 3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema Newtonov met. i mod.

Ako su pocetne aproksimacije xo,x; dovoljno blizu rjeSenja &, onda uz uslove f' (&) #0i ' (€) #0,
metoda sjecice ima brzinu konvergencije HT‘B =~ 1.618.

a & T3 To 1 b=z

Slika 3.8: Metoda sjeCice

Metoda regula falsi’.
Neka je lokalizovano rjeSenje f(x) = 0, gdje je f € C[a,b], tako da vrijedi

fla)- f(b) <0. (3.31)
Odredimo pravu koja prolazi kroz taCke sa koordinatama (a, f(a)) i ((b, f(b)), jednalina ove
prave je

f(b) f( )

Nilx) = fla) + =—————(x—a).

Odredimo gdje ova prava sijece x—osu, tj. fi(x) =0 < f(a) + f(b) f(a) (x—a) =0, pa dobijamo

b—a _af(b)-bf(a)
f(0)=fla)  f(b)=f(a)
Dobili smo dva podsegmenta [a,x;] i [x1,b], za nastavak postupka biramo onaj na kojem je
ispunjen uslov f(a) - f(x;) < 0ili f(x;)- f(b) < 0. Poslije reindeksiranja neka je to segment
[ai,b,]. Opet povladimo pravu kroz tacke sa koordinatama (ay, f(ay)) i (b1, f(b1)), odredimo
gdje dobijena prava sijeCe x—osu, itd.

Nastavljajuéi navedeni postupak formiramo niz aproksimacija (x,) rjeSenja & jednaline f(x) =
0. Postupak prekidamo kada dobijemo segment [a,,, b, | za koji vrijedi b, —a, < €, gdje je € zadana
tacnost. Ovaj metod ima globalnu konvergenciju.

Sluc¢aj kada f' i f" imaju stalan znak na [a,b]. Neka je lokalizovano rjeSenje f(x) = 0, gdje
je f € Cla,b], tako da vrijedi

x; =a-f(a)

f(a)- f(b) <Oineka f i f' imaju stalan znak na [a,b]. (3.32)

Posmatrajmo slucaj f'(x) > 01i f"(x) > 0.

Oznadimo sa x, = a, te povucimo pravu kroz tacke (xo, f(x)), (b, f(b)). Prava sijeCe x—osu u
tacki

b—- X0
f(b) - f(x)

2U literaturi metoda regula falsi se smatra modifikacijom Newtonove metode, odnosno jednom varijantom metode
sjecCice, pa Cak specijalnim sluc¢ajem metode jednostavnih iteracija

f(xo).

X1 =X9 —
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3.5

Poglavije 3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema Kombinovana metoda

Zatim povucimo pravu kroz tacke (x, f(x1)) i (b, f(b)), ova prava sijeCe x—osu u tacki

_ b—x1
OB

Ponavljajuci postupak, dobijamo niz (x,) definisan rekurzivnom formulom

(x1).

X2 = Xq

o mg o DTH
IR (B) - f(x)

Niz dobijen primjenom formule (3.33) konvergira linearnom brzinom ka jednom rjeSenju jednacine
f(x) =0na [a,b]. Postupak se moZe se vidjeti na slici 3.9

flx,),n=1,2,... (3.33)

Slika 3.9: Metoda regula falsi ili metoda pogresSnog poloZaja. Za iste uslove niz aproksimativnih
vrijednosti (x,) prilazi ka tatnom rjeSenju & sa suprotne strane u odnosu na Newtonovu metodu

N) Zaocjenu greSke obje modifikacije moZe se koristiti procjena data u Teoremi 3.1.1.

Kombinovana metoda

Pokazuje se da primjenom metoda regula falsi i Newtonovom metodom dobijaju aproksimacije
sa raznih strana izolovanog rjeSenja & jednaline f(x) = 0. Zbog toga je moguée kombinovati ove
dvije metode. Tako se na svakom koraku odreduju dvije aproksimacije, jedna sa lijeve a druga sa
desne strane tacke &. Kako se rjeSenje & nalazi izmedu ove dvije aproksimacije, da bismo odredili
pribliznu vrijednost rjeSenja & za zadanom tacno$c¢u €, postupak se zavrSava na koraku na kome
razlika izmedu dvije odredene aproksimacije nije veca od €.

Posmatrajmo slucaj kada je f(a) <0, £(b) >0, f'(x) >0i f"(x) > 0 na [a,b]. Ostali slutajevi
razmatraju se analogno. Oznacavacemo sa x,, aproksimacije odredene metodom regula falsi. One u
naSem slucaju racunaju na sljedeci nacin

b—x,
Xptl =Xp— = v~
" " f(b)_f(xn)
U ovom slucaju x,,, 1 predstavlja tacku u kojoj prava kroz tacke (x,, f(x,), (b, f(b)) sijee x—osu.
Aproksimacije odredene Newtonovom metodom oznacava¢emo sa X,,. U na naSem slucaju je

- _fG&)

Xo=b, Xpp1 =X — =2 n=0,1,...

cH)

X = a, f(x), n=0,1,2,...
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3.6

Poglavije 3. Rjesavanje nelinearnih jednacina i sistema  Rjesavanje sistema nel.jed.

Kako metod regula falsi sporije konvergira od Newtonovog metoda, aproksimacije x,, su losije od
aproksimacija X,,. Da bismo ubrzali konvergenciju metoda regula falsi, aproksimacije x,, raCunamo
na sljedeéi nacin

X 1—X
0=y Fner == fn) 7 v n=01,...

xn+l) _f(xn)’

To znaci da Ce sada x,, | predstavljati tatku u kojoj prava koja prolazi kroz tacke (x,, f(x,)) i
(Xp41,f(Xn41)) sijeCe x—osu. Prema onome $to je ranije re¢eno, vazi

lim x, = limXx, = &.
n—oo n—

Kako & € [x,,x,] za aproksimaciju rjeSenja & moZzemo uzeti

~ Xn +)_Cn
Xy = )

Za greSku te aproksimacije vaZi ocjena

. 1 _
|§ _xnl < ilxn_xn|~

Slika 3.10: Kombinovana metoda

m Primjer 3.7 =

RjeSavanje sistema nelinearnih jednacina

Metodi koji su koriSteni za rjeSavanje nelinearnih jednacina mogu se uopstiti i primjeniti za
rjeSavanje sistema nelinearnih jednacina.
Sistem od 7 nelinearnih jednacina sa n nepoznatih moZe se u opstem slucaju zapisati i u obliku

fl(x17x27"'axn) =0
fz(xl,XQ,...,xn) =0
: (3.34)
fu(x1,x2,...,x,) = 0.

Koristeéi vektorski zapis moZemo ovaj sistem zapisati u kracem obliku

f(x) =0,
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Rjesavanje sistema nel.jed. ~ Poglavlje 3. RjeSavanje nelinearnih jednacina i sistema

gdje su f(x) = (fl(X),fz(X),...,fn(X))T,X = (xl,xz,...,xn)T € R". S obzirom na ovaj zapis,
imamo sljedeci zadatak

za datu funkciju f: R” - R" odrediti x* € R" tako da je

£(x*) = 0. (3.35)

3.6.1 Newtonov metod

Pretpostavimo da je poznata neka aproksimacija x) = (x),x0,x0) rjeSenja x* = (x],X3,...,X,)
sistema (3.34). Ako uvedemo oznake

70
]’l] =X
vrijedi
0, 51 0 =2 n 70 .
filxi +ho,xs + hy,....xg+h,) =0,i=1,2,...,n.

Koriste¢i Taylorovu formulu dobijamo

0, 70 0 =0 0 =0 0 0 0
Ozﬁ(xl+h17x2+h27"'7xn+hn)=fi(-x17x27"'7xn)

200fi  z00f; 20 dfi 20 0 70y .
+his=—+th=—+--+h +o;(hi,hy, ... ¢ =1,2,... 3.36
laxl 28)62 naxn Ol( 15742, ) n)al PEd) n ( )
pri cemu se parcijalni izvodi racunaju u tacki (x(l),x(l), . ,xg). Ovdje su navedeni samo C¢lanovi koji
su linearni u odnosu na h?. Odbacujudi ¢lanove visSeg reda dobijamo
~0dfi ~0df; -0 df;
f(x?,xg,...,x2)+h‘fl Ay L AL I S
ox; 0xy ox,

Neka su sada h? aproksimacije gresaka fz? takve da je

0dfi . 0dfi 0dfi _

0.0 0 .
f(xl,XZ,...,xn)+hla—XI+hza—x2+...+hn§ =0,i=1,2,...,n.
n
Tako smo dobili linearni sistem u kojem se kao nepoznate javljaju veliCine h?, i=1,2,...,n,koji
mozemo zapisati u obliku
d d d
Y R E )
ox; 0x) ox,
d d d
R A R RIt)
ox; 0xy ox,
: (3.37)
00fu | 09fu 09/ 0 0 0
h=—+hy=—+--+h =— .
1 axl Zaxz naxn fn(x]7x2a 7xn)
Matrica ovog sistema je
9 9h ... 94
ox;  0xy dx,
9L 9 ., 9k
8x1 chz 3xn (3.38)
oy ..
dx;  0dxy dx,
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. .. . .. “i: ;.0 0 0 . c .
a ovo je Jacobijeva matrica funkcija fi, f>,...,f, u tacki (x,x3,...,x,) (svi parcijalni izvodi
R o : S ‘o e 0\

izraCunati su u ovoj tacki). Ovu matricu krace emo oznacavati sa Jy(y0y ili sa f (x"). Sistemu (3.37)
odgovara matri¢ni zapis

f(x")h” = —£(x"),

gdje je h’ = (h(l), hg, s ,hg)T. Ako pretpostavimo da je Jacobijeva matrica f (XO) regularna, tada
gornji sistem ima jedinstveno rjeSenje

h’ = -[f(x)]7" - £1(x"). (3.39)
Uvrstavajuéi
X1 = xo + hO

u (3.39) dolazimo do nove aproksimacije rjeSenja x*
x =x" -],
U opstem slucaju imamo
X=X O 1), k=0,1,. ..
U praksi se ne preporucuje invertovanje Jacobijeve matrice f (Xk), vel se rjeSava linearni sistem
f (x)h* = —f(x"),

pa se nova iteracija racuna po formuli

k+1 k k
X =x +h.

Na osnovu izloZenog rjeSavanje problema (3.35) Newtonovom metodom moZemo podijeliti u
sljedece korake

1. Izabrati vektor pocetnih vrijednosti XO;

2. Rijesiti sistem linearnih jednacina f (Xk)hk = —f(xk);

3. Izradunatix**' = x* +h".

n Primjer 3.8 Koriste¢i Newtonov metod rijeSiti sljedeéi sistem nelinearnih jednacina sin(x + y) —
y=—1=0A2x+cosy—2=0.
Rjesenje. Neka je f1(x,y) =sin(x+y)—y—11 fo(x,y) = 2x+ cosy — 2.

3FT

ob

Slika 3.11: Grafici funkcija f| i f5

Odredimo sa Slike 3.11 pocetne uslove, x° = (1,0.5).
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m
X

(1.0000,0.5000)
(0.4723,0.1289)
(0.4956,-0.0025)
(0.500,-0.0025)

W N = O S

3.6.2 Metoda iteracija

Sistem f(x) = 0, moZemo zamijeniti ekvivalentim sistemom

g(x) =x.

Sada se rjeSavanje sistema

filxi,x,..,x,) =0
H(x1,x0,...,%,) =0

(3.40)
fa(x1,%2,...,%,) = 0.

svodi na odradivanje fiksne tacka preslikavanja g, tj. tacke x takve da je g(x*) = x". Ovaj
postupak se sastoji od sljedeéeg: polazimo od pocetnog vektora x' € R", zatim radunamo niz
vektora x' , X, ... po formuli

X =g(x), k=0,1,... (3.41)

Ovako dobijen niz konvergira3, pod odredenim uslovima, ka fiksnoj tacki preslikavanja g. Da
bi vidjeli koji su to uslovi potreban nam je pojam kontrakcije preslikavanja.

Za preslikavanje g : Dy — R", (D; C R") kaZemo da je kontrakcija na zatvorenom skupu
Dy C Dy ako postoji broj g < 1 takav da za sve X,y € Dy vrijedi

llg(x) -l < qllx=yll,

gdje je || - || neka vektorska norma. Konstanta g naziva se faktor kontrakcije.
Sljedeca teorema govori o egzistenciji i jedinstvenosti fiksne tacke preslikavanja g.

Teorema 3.6.1 Ako je preslikavanje g kontrakcija na zatvorenom skupu Dy C Dy 1 ako je
g(x) € Dy za sve X € Dy, tada preslikavanje ima jedinstvenu fiksnu tatku x* € Dy i ona predstavlja
grani¢nu vrijednost niza odredenog sa (3.41) pri ¢emu je x € Dy.

Sljedeca teorema daje dovoljne uslove za konvergenciju iteracionog postupka (3.41).

Teorema 3.6.2 Neka preslikavanje g = (21,22, ...,8,)" ima fiksnu tacku x*, koja je unutragnja
taCka skupa Dy, i neka su g;, i = 1,2, ..., n, neprekidno—diferencijabilne funkcije u okolini tacke
x*. Akoje p (g'(x*)) < 1, tada postoji okolina O tatke x* takva da je O C Dy izasve x € o,

vektori x* odredeni iteracionom metodom (3.41) pripadaju skupu Dy i za njih vrijedi

o k *
limx =x .
k—o00
. . . o k
3Kazemo da niz vektora (Xk) konvergira ka vektoru x™ ako za neku vektorsku normu || - || vrijedi khm Ix“=x|| = 0.
—00
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Kako je za svaku kvadratnu matricu A i svaku matri¢nu normu || - || ispunjen uslov
p(A) < [A]l,

gdje je sa p(A) oznalen spektralni radijus matrice A, da bi imali konvergenciju iteracionog postupka
(3.41) dovoljno je da bude ispunjen uslov

llg'(x)]] < 1, za svako x € Dy.

Newtonov metod iz Podsekcije 3.6.1 predstavlja specijalan slucaj opSteg iteracionog postupka
(3.41) kod koga je iteraciona funkcija

g(x) = x— ((x))” f(x).

3.7 Zadaci za vjezbu
(1) Lokalizovati rjeSenja sljede¢ih jednaCina
2
(@)x*=2¢" =0; (b) =35 —=x"=5x+1=0; (c)In(x—1)—x*+3=0.

(2) Metodom polovljenja segmenta izraCunati aproksimativna rjeSenja sljedecih jednacina sa
tacnoScu € = 0.001.
(@) Inx+3x—4=0na[l,1.5]; (b) x*—=3x" +4x* = 11x+1=0na[-0.5,0.5];
(¢)3x—e ™' =0naf0,0.5].

(3) Metodom jednostavnih iteracija izraCunati aproksimativna rjeSenja sljedeéih jednacina sa
tacno$¢u € = 0.001.
(a) tgx—e"sinx+2=0na[-1.5,—1]; (b) € =7x = 0na [—0.05,0.05];
(¢) 2.23x° —cosx+3 = 0.

(4) Newtonovom, njenim modifikacijama i kombinovanom metodom izra¢unati aproksimativna
rjeSenja sljedecih jednacina sa tacnos¢u € = 0.001.
(a) ctgx—sinx=0; (b) Inx—2x+7=;0 (c) tgx—0.5x = 0.

(5) Newtonovom i iteracionom metodom izracunati aproksimativna rjeSenja sljedecih sistema

nelinearnih jednacina.
(@ -2 +1=0 b sin(x+y)—y—1=0 © 4t -16=0
a c

—x2+2y—1=0; 2x+cosy—2=0; xy2—4=0.
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4.1

(4. Numericko diferenciranje i integracija

Numericko diferenciranje

Koristedi tablicu izvoda baznih funkcija i pravila za diferenciranje moZemo izracunati izvod
proizvoljne elementarne funkcije. Medutim kada je analiticki oblik funkcije f suvise komplikovan,
ovakav nacin ratunanja moZe biti neprakti¢an. Ako je funkcija zadana tabelarno, onda se pogotovo
ne moZe odrediti njen izvod na prethodno opisani nacin. Zbog toga se javila potreba za numerickim
diferenciranjem, tj. odredivanjem aproksimacije izvoda funkcije f u nekim tackama ili na nekom
segmentu odnosno intervalu. Osim ova dva pomenuta razloga za upotrebom numeric¢kog diferenci-
ranja, niSta manje vazan razlog, naprotiv moZda i najvaZzniji je upotreba aproksimacija izvoda u
numerickom rjeSavanju obicnih i parcijalnih diferencijalnih jednacina.

U nastavku koristi¢emo najjednostavniju metodu, koja je zasnovana na samoj definiciji izvode,
te Taylorov razvoj za procjenu greske tako dobijene aproksimacije izvoda neke fukcije.

Dakle, potrebno je izvrsiti numericko diferenciranje funkcije f, koja je definisana na nekom
segmentu [a,b], i dovoljno je glatka. Na segmentu [a, b] izaberimo Evorove

Xo < X1 < 0 <Xy, 4.1)
gdiejexo=a,x,=b,h="% x  =x;+h,i=0,....n—1.
Pretpostavimo sada, da funkcija f ima izvod u ¢voru x;, tada vrijedi

Pl = }ll_l,% f(x; +h})l_f(Xi)'

S obzirom na prethodnu relaciju, za malu vrijednost koraka A > 0 vrijedi

fli+nh) = f(x)  flxie) = f(x)
h

= ,i=0,...,n—1. 4.2)

fa) = A

Ako umjesto x; uvrstimo x dobijamo

fl(x) N f(x+h;)l—f(x)'
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Primjetimo, geometrijsko tumacenje formule (4.2) je da sada koeficijent pravca tangente na
grafik funkcije f u tacki (x;, f(x;)) zamijenjen sa pravcem sjeCice koja prolazi kroz tacke (x;, f(x;))

i (X1, f(Xir1))-
Da bismo odredili gresku aproksimacije dobijenu u (4.2), iskoristimo Taylorov razvoj, prema
kojem je

2
Sl h) = )+ £ o+ ") x < & <+
Sada je

] fxi+h)=f(x;) h u
fx)= b —5f (&),

pa je greSka aproksimacije u (4.2) jednaka

f(x,-+h})l—f(x,-) _ —gf”(@'), (4.3)

fa) -

Sto znaci da je greSka reda O(h).
Na isti nac¢in moze se izvesti 1 formula

Flx) ~ f(x:) _;l[(Xi_h) ACH _hf(xi—])’ i=1....n (4.4)
U ovom slucaju greska aproksimacije je
! i) i_h h Il
Py - LTSGR By o hegi<x, 45)

Sto znaci da je greska ponovo reda O(h).
Pokazaéemo sada kako se moze dobiti aproksimacija izvoda f'(x;), &ija je greska reda O(h?).
Prema Taylorov razvoju je

2 3
Pl ) =F(s) +hf () + o ")+ (G ) w < & <t

n

2 3
Pl h) =F(s) = hf () + o ") = &) w—h < & <

Oduzimanjem ovih relacija dobijamo
/ hS 1 + 1 -
FCith) = fQa=h) =2hf (i) + 2 [F7(67) + (& )],
pa je

, FOa+h)—fla—n) K fE)+"(E)
fx)= % - 5 . (4.6)

Tako dolazimo do aproksimacije

oy St h) = fa=h) _ f(xen) = f(xin1)
flxn) = T = o ; 4.7)

iz (4.6) slijedi da je greska aproksimacije (’)(h2).
Ako umjesto x; uvrstimo x, dobijamo

f’(xi) N f(x+h)2—hf(x—h). 48)
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Kako M predstavlja aritmeticku sredinu dvije vrijednosti funkcije f "’, ta vrijednost lezi

izmedu minimalne i maksimalne vrijednosti funkcije f'"(x), x € [x; — h,x; + h]. Pretpostavili smo

da je f dovoljno glatka, pa je f . neprekidna na [x; — h,x; + 1], te postoji tatka &; na tom segmentu

MED+HMED f"’(g;.,)
2 L

takva da je , pa se greSka aproksimacije (4.7), a s obzirom na (4.6) moZe

zapisati u obliku

—J\Xi— 2 mn
f’(x,-)—f(x"+h)2hf(’ h)=—% (&)- (49)

Primjenom Tajlorovog razvoja na slican nacin moZe se dobiti aproksimacija drugog izvoda
viSeg reda tanosti u odnosu na korak £, kao i aproksimacije izvoda viSeg reda. Pretpostavili smo
da je f dovoljno glatka, u ovom slucaju f € C*[a,b]. Primjenimo sada Taylorov razvoj

n

’ 2 . e P . .
i+ h) =f0a) +hf () + 5 ") + 2 " 06) + 57 FPED), x < & <t

1

2 3 4
£ =) =F () = hf () + o () = ")+ 2 f (&) = < & <+

Sabiranjem prethodnih relacija dobijamo

—_— x. x~— 2 + —_
f(xi+h) zfifzz)'i'f( i h)_%[f(4)(§i )+f(4)(€i )]’

]
fx)=
pa za aproksimaciju drugog izvoda moZemo koristiti formulu

St h)=2f () + f(a—h)  flgn) =2 () + f(xiz1)
N h? - H2

£(x) i=1.2,....n—1. (4.10)

Na isti nacin kao u slucaju trecih izvoda, vrijedi

FAEH+rMeEN)
2

4
= f )(gi)axi_h< & <xi+h,
pa je greska aproksimacije (4.10) jednaka

— . PRp— 2
P - L2 TGl B g, (“.11)

$to znadi da greska aproksimacije O(h%).

Osnovni pojmovi numericke integracije

U nastavku ovog poglavlja bavi¢emo se numerickim metodama za racunanje odredenog integrala

b
I(f) = J f(x)dx. (4.12)

U matematic¢koj analizi ovaj integral se raCuna pomocu Newton—Leibnitzove formule

b b
[f(xmx:F(x) = F(b) - F(a),
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gdje je F primitivna funkcija funkcije f, j. F'(x) = f(x). Poznato je da je veoma &esto radunanje

odredenog integrala na ovaj nacin tesko ili nemoguée. Na primjer funkcije

2
- .2 2 i e .. . )
e " ,sinx”, cosx”, e, e L nemaju primitivne funkcije u klasi elementarnih funkciji. Integral

x 7 Inx
1 2
—X
[e dx,
0

ima odredenu numericku vrijednost koja predstavlja povrSinu ograni¢enu pravimy =0, x = 0,x = 1
2
i grafikom funkcije f(x) = e ", iako ne postoji ni jedna elementarna funkcija F takva da je
2

F ’(x) =¢ " . Takode ako je podintegralna funkcija f zadana tabli¢no ne moZe se koristiti Newton—
Leibnitzova formula. Zbog ovih razloga potrebne su metode za pribliZno raCunanje integrala (4.12),
da li podintegralna funkcija f ima ili nema primitivnu funkciju u klasi elementarnih funkcija.
Svaka eksplicitna formula koja omoguéava aproksimaciju integrala (4.12) naziva se kvadraturna
formula ili formula za numericku integraciju. Do kvadraturne formule moZemo do¢i, na primjer
tako $to ¢éemo funkciju f aproksimirati funkcijom f,, n =0,1,..., a onda ¢emo I(f) aproksimirati

sa In(f) = I(fn)7 4.

b b
J' f(x)dsz' fu(x)dx, n=0,1,... (4.13)
Pri tome je
b b
E\(f) = 1(f) ~1(fy) :j f(x)dx—j £,(x)dx, “.14)

greSka kvadraturne formule (4.13). Ako su f i f,, neprekidne funkcije na segmentu [a,b], tada za
E,(f) vazi sljedeca procjena greske

b
|Ex(f)] < J |f(x) = fu(x)|dx < max |f(x) = f,(x)|- (b—a). (4.15)
a XE[LIJ?]
Ako za neko n vrijedi max,e[q 5] | f(x) = f(x)| < €, tada je |E,(f)| < e(b—a).
Kvadraturna formula (4.13) ima smisla ako se integral funkcije f,, moZe lako izracunati. Zbog
toga bilo bi zgodno uzeti za f, polinom stepena ne veéeg od n, jer je integracija polinoma jed-

nostavna. Dakle uzmimo za funkciju f,,, na primjer Lagrangeov interpolacioni polinom p,, koji
interpolira funkciju f u ¢vorovima

asxy<x;<++<x,<bh. (4.16)

Imajuéi u vidu, (2.16), dobijamo

b b n n b
GRS ACIIES WIS O WieH ) (ISR “.17)
“ 4 i=0 i=0 a

Ovako dobijena kvadraturna formula

b n b
[ rax=y st [ heoax “.18)
a l:0 a

naziva se Lagrangeova kvadraturna formula. To je specijalni sluc¢aj kvadraturne formule

b n
J' f()dx =)y aif(x), (4.19)
@ i=0
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43.1

Poglavije 4. Numericko diferenciranje i integracija Pravougaono i trapezno pravilo

kod koje je

b
o = J [;(x)dx.

Brojeve o; nazivamo koeficijenti (teZine), a tacke x; ¢vorovi kvadraturne formule.

Primjetimo da je kvadraturna formula (4.18) tana u slucaju kada je funkcija f polinom stepena
ne veceg od n. U ovom sluaju je p, = f, paje I: pa(x)dx = I: f(x)dx. Zbog upravo izloZenog
definiSe se stepen tacnosti kvadraturne formule.

Definicija 4.2.1 Stepen tacnosti kvadraturne formule je najveci cio broj r takav da je

L(f) =I(f) zasve f,

gdje je f polinom stepena ne veceg od r.

S obzirom na ovu definiciju, Lagrangeova kvadraturna formula (4.18) ima stepen tacnosti ne manji
od n. Stepen tacnosti u nekim slucajevima je upravo n a nekada moZze biti i veci od n.

Pravougaono i trapezno pravilo
Pravougaono pravilo

Kvadraturnu formulu, koristeéi pravougaono pravilo dobijamo na sljedeéi nacin: funkciju f na
segmentu [ a, b] aproksimiramo Lagrangeovim interpolacionim polinomom pg odredenim na osnovu
jednog Cvora (funkciju f aproksimiramo sa konstantnom funkcijom). Neka je to ¢vor koji ima
vrijednost xo = <2 tj. po(x) = f(“”’) pa je sada

b

b
Io<f)=J pot)ax= [ F(5)ax=s(452)- (b-a)

a

Kvadraturna formula

b
f f(x)dx = (b—a)- f(“52) (4.20)

naziva se formula pravougaonika, jer se povrsina lika ograni¢enog sa pravimx=a,x=b,y =01
grafikom funkcije f aproksimira sa pravougaonikom cije su duZine stranicab—ai f ( ”+b) .

Da bi izracunali vrijednost greske kvadraturne formule (4.20) pretpostavimo da je funkcija
f dovoljno glatka (u ovom slucaju potrebno je da f ima neprekidan drugi izvod). Koristicemo
teoremu o srednjoj vrijednosti i razvoj u Taylorov polinom funkcije f. Za funkciju f vrijedi

"(C(X))

f(x)=f(x0)+f’(xo)(x—xo)+ (x—x0)’,

gdje je ¢ = ¢(x) neka tatka izmedu tataka x i x( i koja zavisi od x. Sada integracijom prethodne
jednakosti dobijamo

Lb f"(cz(X)) .

( —xo)z-

b . b
J F)dx= f(x0)(b—a) +f(xo)J' (r—x)dx+

Prema teoremi o srednjoj vrijednosti vrijedi

b clx I b .
L f—(Z( ))(x—xo)zdx= f—f)L (x=x0) dx = / (é)(b a),a<&<b,
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i kako je [ (x —xp) dx = 0, dobijamo

b I
[ reax=reoe-a = 50—y
Ako oznacimo saf f(x)dx=I(f), f(x0)(b—a) = I()(f)lh—— moZemo pisati
3
Eo(f) = 10F) ~(f) = (€)= @21)

Ako segment [a, b] nije dovoljno mali, vrijednost greske date sa (4.21) zbog izraza n postaje
takode velika. Ovaj problem se moZe rijesiti dijeljenjem segmenta [a,b] na potreban broj podseg-
menata i na svakom podsegmentu primijenimo pravougaonu formulu odnosno pravilo. Zatim se
dobijeni rezultati po pojedinim podsegmentima saberu i taj zbir predstavlja aproksimaciju integrala
na [a,b].

Podijelimo segment [a,b] na m jednakih podsegmenata Cija je duZina h = = »m=1liuved-

imo &vorove x; = a+ (2i + 1)5, =0,1,...,m— 1. Funkciju f aproksimiraemo na segmentu
[a,b] sa dio po dio konstantnom funkcijom, koja ima vrijednost f(x;) na svakom podsegmentu

[xi—§7xi+§:|ai=0717"'7m_1'
Kako je

j Fx)dx = le j " s

1 zbog formule pravougaonika

[Hf(x)dx ne

Xi

dobijamo formulu

b m—1
J' f(x)dx=h Z f(x), (4.22)
a i=0

koja se naziva uop$tena formula pravougaonika. Sada integral I( f) aproksimiramo sa

m—1
Iom=hYy f(xi). 4.23)
i=0

podsegmentima [xl-—h xi+g ,i=0,1,....m—1,t.

Greska uopstene formule ]]Jravougaonika jednaka je zbiru greSaka formule pravougaonika na
2 Y

h h
Eom(f) =1(1) ~Ion(f) = Z 24f (&), xi—3<&<x+s.
Ako je f € C*[a,b], tada postoji tatka & € [a,b] takva da je

m—1
==Y e,
i=0
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4.3.2

Poglavije 4. Numericko diferenciranje i integracija Pravougaono i trapezno pravilo

pa je dalje

m—1 h3
Il Il
;ﬁf &) =m-o Zf (&),
i=
i kako je mh = b — a, dobijamo izraz za gresku uopStene formule pravougaonika

Eom(f) = 2 “)h (b=l ey, (4.24)
Ako je

max |f”(X)| < M2>
x€[a,b]

tada za (4.24) vrijedi procjena greske

|Eom(f)] < M M,. (4.25)

Trapezno pravilo

Aproksimirajmo sada funkciju f sa Lagrangeovim interpolacionom polinom prvog stepena, tj.
iskoristimo dva ¢vora za interpolaciju i to xg = a te x; = b. Koristeci (2.16) dobijamo

pi(x) = Flxo)o(®) + (0 )0 () = fla) o 4 p(5) 52,

te je sada
b b b
nn = p1<x>dx:@[ (x—b)dx+Lbc)l[ (- a)d
_fla) L0 G-
“a-b 2 b a 2 u
Kvadraturna formula
b b—a
[ rwax= 2300 @) + 1)) (426)

naziva se trapezna kvadraturna formula. Vrijednost integrala I;(f) jednaka je povrSini trapeza
ogranicenog grafikom polinoma p; i pravimy =0, x = @ ix = b. Ako uvedemo oznake h =b—a, xy =
aix) = b, trapeznu formulu (4.26) moZemo pisati u obliku

[ rax= 30000 + £

Gresku trapezne formule mozemo odrediti na sljedec¢i nacin

b b b
Ei(f) = j Fx)da— [ pi(x)dx = j (F(x) - pr(x)) d.
Po procjeni (2.37) iz Teoreme 2.4.1 vrijedi

f"(é(X))

fx)=pi(x) = —5——(x—a)(x—-D),
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Pravougaono i trapezno pravilo Poglavije 4. Numericko diferenciranje i integracija

pa je
b ol
X
E(f)= { W(x—a)(x—b)dx.
Sada na osnovu teoreme o srednjoj vrijednosti dobijamo
1 b
Ei(f)= #J (x—a)(x—b)dx, a<€&<b,

a kako je

b (b-a)’
L (x—a)(x=b)dx=— e

na kraju gresku trapezne formule raCunamo po sljedecoj formuli

! —da : 1" :
£ =-TE 02 gl @27)

Trapezna formula tacna je za sve polinome stepena ne veéeg od 1, tj. stepen tacnosti joj je 1 kao i
kod formule pravougaonika.

U cilju smanjenja greSke moZemo podijeliti segment [a, b] i koristiti uopStenu trapeznu formulu.
Neka su ¢vorovi tacke x; = a+ih, i =0,1,...,m, gdje je h = b’;—”, sada na svakom dobijenom
podsegmentu [x;,x;41 ] aproksimirajmo funkciju f sa Lagrangeovim interpolacionim polinomom

prvog stepena. Kako je po (4.26)

Xi+1

£ dx~ S+ Fl)]

Xi

to vrijedi
b m=1 x| m—1 h
1= [ rear=y [T rdxs Y S0+ G0] = ha),
a i=0 7% i=0
pa uopstena trapezna formula
b h m—1
[ rwaxs3y e+ stin] (428)
a i=0
Prethodnu formulu moZemo pisati i u obliku
b 1 1
) dx=h) 57 (x0) + £ () + oo f(tmr) + 5 (m) | (4.29)
a
odakle se vidi da je ovo kvadraturna formula oblika (4.19), gdje su oy = @, = % 10;=h,i=

1,2,...,m—1.
Greska uopstene trapezne formule na segmentu [a,b] je zbir greSaka trapeznih formula na
segmentima [x;,x;41],i=0,1,...,m—1,paza f € Cz[a,b] dobijamo

m—1

3
Eunl) =10 =1l ) = = Y o5 (E). %<& <xim.

i=0
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4.4

Poglavije 4. Numericko diferenciranje i integracija Simpsonovo pravilo

Postupajudi na isti nacin kao i pri izvodenju formule (4.25) dobijamo greSku uopStene trapezne
formule

b— ah
Eun(n) = -2 ), ase <o, (@30)
kao i procjena greske
b—a)h’
Bual <3255 ma 1700) < b @“31)

Red greske je reda O (hz) , dok je stepen tacnosti 1.

Simpsonovo pravilo

Simpsonovo pravilo ili formulu dobijamo na taj nalin tako $to funkciju f na segmentu [a,b]
aproksimiramo interpolacionim polinomom stepena 2. Za ¢vorove interpolacije uzimamo xy =

a, x| = % ixy = b. Polinom p, dobijamo koristeéi formulu (2.16), te je

pa(x) =f(x0)lo(x) + f(x1)11 (x) + f(x2) 1 (x)

(:=52)G=b) oy (x—a)(x—b)
(a—#)(a—b)+f( ? )(m—a)(@—b)

2
poslije raCunanja prethodnog integrala, dobijamo

=f(a)

B = [ patwdax= 2 “raar(450 )+ ) | (432)

a

Kvadraturna formula

b
[ rar= 20 s var (450 ) )] @33)
naziva se Simpsonova formula.

Ako uvedemo 2 2“

=hxy=a,x = b%, X, = b dobijamo sljedeci oblik Simpsonove formule

[ ax= 3Lt 4+ £ (434

Pretpostavimo sada da je f € ct [a,b]. Da bi odredili greSku Simpsonove formule (4.34)
koristi¢emo sljedecu notaciju x; — h = xg, xp = x| + h, vrijedi
xi+h h
Ex(f) = ) dx =3 [fOa=h)+4f () + O +h)], (4.35)

xl—h

te funkciju E, smatraéemo funkcijom koraka A, tj. E(h) = E»(f). Diferencirajuéi E, tri puta, po h,
dobijamo

E'() =5 LFCey = h) + £+ )] =3 £ 1) = 2 [~ G =)+ £ (o +.)]
E"(h) =5 [~ =)+ £+ 1) = 5 [ Co =)+ "oy 4 )] (436)

1 1

E'"(h)———[f (xr+h) = f"(x1 = h)].
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Simpsonovo pravilo Poglavije 4. Numericko diferenciranje i integracija

. 2o m ..
Koriste¢i Lagrangeovu teoremu za £, dobijamo

m 20
E"(h) = -5-rY(&), 437)

adie je & = &,(h) € [x; = h,x, +h]. Iz (4.36) moZemo primijetiti da je E(0) = E'(0) = E"(0) = 0.
Kako je

fhE’”(t)d; = E"(h)—E"(0) = E"(h),
0

te koristeéi (4.37) i Teoremu o srednjoj vrijednosti za integrale, dobijamo

" _ "o _ h 2l2 (4)
E'0) = [ E"0ar=- [ /@0
2 h 2
-39 [ Far= 5V,
gdje je & = & (h) € (x; —h,x— 1+ h). Na sli¢an nacin dobijamo
| E o 2 (" n*
B0 = [ E'wyar=—5 [ PrO&0an = -5 @),
gdjeje 53 = 53(}1) € (xl _h7x1 +h)7 te i

h h 5
B = [ Ewar=—15 | 9 0) = 55,

gdje je je & € (x; —h,x; +h) = (a,b).
Pa je greska Simpsonove kvadraturne formule

5
e
Ex(f) =1(f)~b(f) = —g5/(8), & € (a,b). (438)
Da bi dobili Simpsonovu uop$tenu formulu, podijelimo segment [a,b], ¢vorovima x; = a +
ith,i=0,1,...,2m, vrijedi h = lﬁ. Sada ¢emo na svakom podsegmentu [xy;, X242 ],i=0,...,m—

1 aproksimirati funkciju f njenim Lagrangeovim interpolacionim polinomom p, (stepena 2),
formiranim na osnovu ¢vorova xp;, xp;+1 1 Xp;+2. Kako prema (4.33) vrijedi

X2i+2 h
J ‘ fx)dx = §[f(x2i) +4f(xi41) + f(x2i42) ],

te je

1) = Lbﬂx)dx - mzol Lj’”f(x) dx

m—1
i=0

pa je uopStena Simpsonova formula

[f(x2:) +4f(x2i41) + f(x2i42) ] = B (f),

W]

h
3

b m—1
[ 700ax= 5y L) + 47 Cro) + S0202)]. (4.39)
a i=0

Samir Karasulji¢ 80



4.5

Poglavije 4. Numericko diferenciranje i integracija Newton—Cotesove formule

Greska uopstene Simpsonove formule predstavlja zbir greSaka Simpsonove formule na podseg-
mentima [xy;,x242],i=0,1,...,m—1. Ako je f € C4[a,b:|, tada je zbog (4.38)

m—1,5
Evnlf) = 10F) = Eon£) = = 3 05 FI(E), & € (raonni).
i=0

Ako uzmemo u obzir da je # ZZZ)I f(4)(§l-) = f(4) (&), gdjeje & € [a,b]iako je mh = l%, dobijmo
greSku uopS$tene Simpsonove formule

Evulf) = =gt 79 (8). (4.40)

Stepen tacnost uopstene Simpsonove formule je 3. A kako je

b —
|Ex(F) < My==i*, max | £ (x)] < My, (4.41)
180 x€[a,b]

greSka uopStene Simpsonove formule je reda O (h4) .

Newton-Cotesove formule

Prethodna formule (pravila) su specijalni slucajevi Newton—Cotesovih formula. Postoje dva tipa
ovih formula, Newton—Cotesove zatvorene i otvorene formule.

Neka su ¢vorovi interpolacije x; = a+ih, i =0,1,...,n ekvidistantno rasporedeni, tj. segment
[a,b] podijeljen je na n jednakih podsegmenata duZine A, gdje je h = l% 1xg = a, x, = b. Formula
se naziva zatvorena poSto su krajnje taCke segmenta [a, b] takode ¢vorovi. TraZena formula ima
oblik

b n
f f@)dx= ) af(x), (4.42)
a i=0
gdje je
Xn Xn oy —x
a; = J Li(x)dx = J l_[ T _xj_ dx.
X0 X0 ]:0 ! J
J#i

U sljedecoj teoremi data je greska Newton—Cotesove formule.

Teorema 4.5.1 Pretpostavimo da je Z:’:o a; f(x;) zatvorena Newton-Cotesova formula, gdje je
Xo=a,x,=bih= l%. Tada postoji & € (a,b) za koje je

b n hn+3f(n+2)(;é) ",
J'a Flx)dx = ;a,f(x,-nwfot (= 1)---(t —n)dt,
ako jenparnoi f € C"+2[a,b],i
b n n+2 p(n+1) n
L Flx)dix = izoaif(xi)+%l)!(€)fo 16= 1) (t=n)ds,

ako je n neparnoi f € C"'a,b].
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Newton—Cotesove formule Poglavije 4. Numericko diferenciranje i integracija

Dokaz. Moze se vidjeti u Issacson [0, str. 313]. [ |

N) Primjetimo kada je n parno, stepen tacnosti je n + 1, iako je interploacioni polinom stepena
najvise n. U slucaju kada je n neparno, stepen tacnosti je n.

Ponovimo dvije i navedimo nove dvije zatvorene Newton-Cotesove formule sa pripadaju¢im

greSkama
n=1: Trapezoidno pravilo

A h n I ..
| ran = 5Ut0) 45000 = 50160 adiee <& <an, (443)

n=2: Simpsonovo pravilo

5

2 h h
| reyan= 30 +arGa) 4501 - g @), sdiele w<E<m @

n=3: Simpsonovo 3-8 pravilo

x5 3h 30
[ ) dx = ZLf00) +3F(n) +3f(0) + f()] - 55 FV(E), edieje xo<& <,
(4.45)

n=4: Boolevo pravilo

x4 o 8h’
j ) dx= 2 [7£(x0) +32£(x1) + 12£(02)]+32£ () + 7f () = g7z £ (8), gdiefe xp<& <.

(4.46)

Otvorene Newton-Cotesove formule dobijamo koristeci ¢vorove x; = xo +ih,i = 0,1,...,n, gdje je

h==— 1x0 = a+ h. Zbog ovoga je x,, = b — h, pa ¢emo oznaciti krajnje tacke sax_; = aix,41 = b.
Dakle otvorena formule ne sadrZe krajnje tacke segmenta [a,b]. Vrijedi

[ F(x)dx = [ F)dx= Y af(e), (4.47)

i=0

gdje je ponovo

b
a; = J L(x)dx.

Vrijednost greske otvorene Newton—Cotesove formule data je u sljedecoj teoremi

Teorema 4.5.2 Pretpostavimo daje Z:’ 0a:f(x;) otvorena Newton—Cotesova formula, gdje je
X_1=da,x,41 =bi h) 5 Tada postoji § € (a,b) za koje je

n+3 (n+2)
(6) J _1)e(t —n)dt, (4.48)

[[rwar=3 ar+ L)

i=0
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Poglavije 4. Numericko diferenciranje i integracija Rombergov metod
ako je n parnoi f € C"+2[a, b],i
b n n+2 (n+1)
J f(x)dx=) aif(x )+f—(€) t(t—l)m(t—n)dt, (4.49)
a e n T 1)! -1
ako je n neparno i f € C"'[a,b].
Dokaz. Moze se vidjeti u Issacson [0, str. 313]. |
Vrijede sljedeée otvorene Newton—Cotesove formule
n=0: Pravougaono pravilo (pravilo srednje tacke)
a n I ..
f)dx=20f(x0) + 5/(S), gdieje x4 <& <x, (4.50)
X-)
n=1:
& 3h 30° .
f)dx=Z[fx) + fx)]+—7-/(6), gdieje x4 <G <x, (4.51)
X-1
n=2:
14h (4) .
f(X)dX— [2f(xO) f)+2f(x=2)]=—z (), edjeje x <G <x;, (452)
n=3:

inf(X)dx=%[11f(m)+f(xl)+f(x2)+llf(x3)] 9154}2“5) adieje x_y <& <xs.

4.6 Rombergov metod

(4.53)

Osnovna ideja Rombergove metode je u tome da se pomoéu formula manje tacnosti dobije rezultat

vece tanosti. Koristi se sljedeca Euler-MacLaurinova formula

1

n—1 Xp
> sd=; A= L) 1)+ L () = £ D)= 2 () =)
i=0 Xo

Ova formula se moZe prikazati u drugom obliku

L:"f<x)dx= ( (x°)+f( 1)+t fxnr) + (x”))

n

n

4.54)

—%(f'(xn)—f'(xO)H ) o)) = @55)

Prvi sabirak na desnoj strani ove jednakosti je priblizna vrijednost integrala dobijena po trapeznom

. L .. o 0 N Lo T .
pravilu, koje ¢e u nastavku biti oznaceno sa 7, ). Formulu moZemo napisati i u sljedecem obliku

Xn
J' f(x)dx = Tn(o) + a2h2 + oc4h4 + a6h6 + e
X0

(4.56)
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Rombergov metod Poglavije 4. Numericko diferenciranje i integracija

gdje su o, 0y, O, . . . konstante nezavisne od koraka /. ViSe o Euler—-MacLaurinovoj formuli moze
se vidjeti u npr. ToSi¢ [10, str.107-110])
Neka treba numericki izracunati integral

b
I(f) = J f(x)dx. (4.57)

Podijelimo segment [a,b] sa Evorovima a < xg < x1 < +-+ < x,, < b, duZina svakog podsegmenta je

h, = b_Ta. Primjenom uopstene trapezne kvadraturne formule vrijedi

1) = B0 (r0) + 27 0x0) +o £+ E (),
odnosno
1) =" + E(h), (4.58)

gdje je E(h,) greska, a Tn(o) priblizna vrijednost integrala (4.57). Za greSku E(h,), na osnovu
Euler—MacLaurinove formule (4.56), vrijedi

E(hy) = 0ol + auhy + Oghy + -+,

tj. greSka je reda h,% i koeficijenti o, 04, ..., ne zavise od duzine koraka. Pa moZemo pisati
0
10F) = T, + E(hy). (4.59)
Ako sada povecamo broj tacaka, tako da je nova duzina koraka 4,,, = % = %, vrijediée

1(f) =12

gdje je

+E(hy,) =T +E (%),

N S M
E(hzn) =E(7n) = azzn+a4%+oc66—z + .-

Oduzmimo sada od jednakosti (4.59) jednakost (4.58) tako se eliminiSu izrazi sa o, poslije
sredivanja dobijamo

0
1) = M + Bal + Bolin + -+, (4.60)
odnosno
1f) = T3 + Bl + By + - (4.61)
1z posljednje relacije vidimo da je sada greSka reda hi. Ponovimo sada postupak, tj. ponovo
smanjimo duzinu koraka na isti nacin, hy,, = % = Z;n“, te je

) e 1O
1(f) =T, +B41_g+ﬁ6é+.“7
(1) 4 6
I(f) =T2n +ﬁ4hn+ﬁ6hn+'”
Eliminacijom f3; iz posljednje dvije jednakosti dobijamo

16-T4(1)—T2(1) 6 8 (2) 6 8
I(f):#+y6hn+ygh oo =Ty + Yohy + Bshy, + - (4.62)
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Poglavije 4. Numericko diferenciranje i integracija Zadaci za vjeZzbu

(1) _ (1)
Greska kvadraturne formule —%—22 je reda h Nastavljajuci opisani postupak dolazimo do

15
Rombergovih formula

k k—ln
e =TT (4.63)

gdiejem=1,2,...ik=1,2,...

Odredivanje numericke vrijednosti integrala (4.57) svodi se na formiranje tabele u ¢ijoj se prvoj
koloni nalaze pribliZne vrijednsoti dobijene primjenom uopStene trapezne formule n, 2n, 4n, ...
broj podsegmenata. U drugoj, tre€oj, itd. koloni nalaze se pribliZne vrijednosti dobijene pomocu
Rombergovih formula (4.63). Prethodno opisani postupak dat je u sljedecoj tabeli

7
Tz(nl )

TZ(r? : T4(112)
W

(0) (2)

T4n TS n
T,

Ts( ;? )

Tablica 4.1: Sema za Rombergovu metodu

4.7 Zadaci za vjezbu

(1) Koristeéi pravilo pravougaonika izracunati sljedece integrale sa tacnos¢u 107°

@[ o[ e[ —

(2) Koristeéi trapezno pravilo izraCunati sljedeée integrale sa taénoséu 107
1

2 3
@ | —: (b)[ xInxdx; (c)J lnxdx (d)J 2L dx, (e)J' L8 4

Jo 1+x

(3) Koristeéi Simpsonovo pravilo izraCunati sljedece integrale sa ta¢noSc¢u 107°

0.2 2 Uin(1 + Larct 05 d
@ | cosZdx: (b) J' n(—zx)dx; © J A 4 (@) f al dx
Jo 2 0 l+x o ¥ 0 J(1-x2)(1-0.25:%)

(4) Razni zadaci (koristiti prethodna pravila i razne talnosti)
2

~0.5 0.5
(a) dx (b)[ cos—dx ()J In(1+x) dx:
o V- 2)(1—075x2) 0 1+x°

0.5 0.5
f (arctgx) _dx [ [1-0.25x 25x
(d)J () 0 1—025s1nx % ® -2
(g) Jo \, 1 _10 75x dx (h) J' \/;SIHde (l) J \/)_CCOS)CdX (]) J mdx
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Zadaci za vjeZbu Poglavije 4. Numericko diferenciranje i integracija

2 dx 3 dx T dx 3 dx
k —;IJ—;mJ—dx;n —
&) 01x+ COSX O 2 1++Inx (m) o 1+sinx @) 0o 1+cos?x
2 1 3 1 o;
(O)J oIS g (p)J o2 (q)J SInx
0 0 0

x+1
! 3
(1) J' de; (s) J V1-0.5sinxdx.
0 Vx 0
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(5. ODJ - Cauchyevi i rubni problemi

Veoma cCesto se nailazi na diferencijalne jednacine koje se ili ne mogu elementarno rijesiti ili bi
racunanje elementarnog rjeSenja bilo prekomplikovano. U ovakvim slucajevima pribjegava se
racunanju numerickog rjeSenja. U nastavku ovog poglavlja bi¢e razmatrane numericke metode,
¢ijom primjenom na rjeSavanje diferencijalnih jednacina sa zadanim pocetnim ili rubnim uslovima,
dobijamo aproksimativne vrijednosti nepoznate funkcije u zadanim ¢vorovima. Drugim rije¢ima
dobijamo tabelerno zadanu funkciju. Prvo éemo se baviti sljede¢im problemom.

Neka je zadana funkcija f(x,y), treba odrediti funkciju y(x), x € [xo,X ], koja zadovoljava
diferencijalnu jednacinu prvog reda

Y = flxy), (5.1)

uz pocetni uslov

y(x0) = yo- (5.2)

Problem (5.1)—(5.2) nazivamo Cauchyjev] ili inicijalni problemz.

Za numericku metodu za pribliZno rjeSavanje Cauchyjevog problema, kazemo da je jednoko-
racna, ako za svako i = 0 omogucava odredivanje aproksimacije y;;; samo na osnovu poznate
pribliZzne vrijednosti y;. U slu€aju kada za odredivanje priblizne vrijednosti u ¢voru x;, koristimo
priblizne vrijednosti u ¢vorovima x;_,,+1,Xi_m+2,- - - ,Xi—1,X; (m > 0), onda za takvu metodu kazemo
da je visekoracna.

Takode, numericke metode za numericko rjesavanje inicijanih problema mozemo podijeliti na
eksplicitne i implicitne. Za numeri¢ku metode, kaZzemo da je eksplicitna ako se y;,.; moZe izraCunati
direktno koriStenjem jedne ili viSe vrijednosti y;, j < i, u protivnom metoda je implicitna.

1Augustin—Louis Cauchy (21. avgust 1789.-23. maj 1857.godine), bio je francuski matematicar i fizi¢ar. Dao veliki
doprinos u mnogim oblastima matematike.

2eng. initial value problem (IVP)
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5.1
5.1.1

Eulerova metoda Poglavije 5. ODJ - Cauchyevi i rubni problemi

Eulerova metoda

Eulerova eksplicitha metoda

Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna po x, tada za rjeSenje Cauchyjevog problema (5.1)—(5.2),
vrijedi

¥(x) —y(x0) = j Fy())dr. (5.3)

Obrnuto, ako je y funkcija koja zadovoljava (5.3), tada je ona diferencijabilna na [xy,X ] i za nju
vazi (5.1)—(5.2). Drugim rije¢ima, ako je funkcija f neprekidna na [x, X ], tada Cauchyjev problem
(5.1)—(5.2) ekvivalentan integralnoj jednacini (5.3). Ako sada u (5.3) prvo uvrstimo x = x;,1, a
zatim x = x;, te oduzmemo jednu od druge dobijene jednakosti dobijamo

W) =)+ [ ple)ar 5.4

Ako nam je vrijednost y(x;) poznata, mogli bismo prethodnu relaciju iskoristiti za raCunanje
y(x;41), naravno uz pretpostavku da znamo izraCunati integral u pomenutoj relaciji. Kako nije
poznat analiticki oblik funkcije y, to ovaj integral moZemo samo numericki rijesiti. Iskoristimo
varijantu pravougaonog pravila za numericko rjeSavanje integrala u (5.4)

Xi+1

£ = fy) [ = fly () G =),

Xi

i ako je h = x;41 — x; (rastojanje izmedu ¢vorova je ekvidistantno), dobijamo

y(xir1) = y(x) + hf (x;,y(x;)). (5.5)

Opisani postupak mozemo iskoristiti, numericko rjeSavanje Cauchyjevog problema (5.1)—(5.2),
dakle

yo =y(xo) (5.6)

Yi+1 =yi+hf(xiay(xi))7 i=0717"' (57)

gdje je y; = y(x;). Ovo je Eulerova eksplicitna metoda. Polazeéi od pocetne vrijednosti yg, koristen-
jem ove metode dobijamo vrijednsoti yq, y, ..., a koje predstavljaju priblizno rjeSenja problema

(5.1)—(5.2) u ¢vorovima mreZe, tj. rjeSenja se dobija u obliku tabele. Inace ova metoda se rijetko
koristi. Kada korak 4 nije veoma mali greSka se brzo akumulira. Zato metoda ima teorijski znacaj i
proucava se najviSe iz istorijskih razloga.

Poboljsana Eulerova metoda

. v v o . X
Ako sada za numeri¢ko ra¢unanje integrala j .

o S (z,y(t))dt, umjesto koristene varijante, iskoris-
timo sljedece pravilo pravougaonika

Xi+1

) f(&,y(2))dt = hf (xig12,¥(Xi1/2)), (5.8)
gdje je
Xiy1)2 =X+ 3 0donosno X1/ = al +2xi+1 ,
dobijamo
V(xir1) = y(x) + hf (xie12,y(Xir12))- (5.9)
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5.2

5.2.1

Poglavije 5. ODJ - Cauchyevi i rubni problemi Runge-Kutta metodi

Koristeci sada prethodnu relaciju, dobijamo novu numericku metodu za rjeSavanje Cauchyjevog
problema (5.1)—(5.2)

Yo =y(xo) (5.10)
h
Yi+1/2 =it Ef(xivyi) (5.11)
Yie1 =Yi +hf (Xig1/2,Y(Xi41/2)), =0, 1,... (5.12)
Ovo je poboljSana Eulerova metoda. Neka je poznata vrijednost y;, do vrijednosti y;;; dolazimo

u dva koraka. Prvo, izraCunamo y; /> primjenom Eulerove eksplicitne metoda sa korakom ha

2 )
zatim koriStenjem ove vrijednosti raCunamo y;, .

Runge-Kutta metodi

Metode Runge—Kutta3 spadaju u red najcesce koristenih metoda za rjeSavanje Cauchyjevih prob-
lema. Runge-Kutta metoda prvog reda poklapa se sa Eulerovom eksplicitnom metodom. Zato ée
postupak dobijanja Runge—Kutteovih formula biti pokazan za metode drugog reda. Poslije e biti
dat pregled najc¢esée koristenih Runge—Kutteovih metoda u praksi.

Runge-Kuttaove metode drugog reda

Posmatrajmo ponovo Cauchyjev inicijalni problem (5.1)—(5.2). Neka je x; = xo + kh. Ho¢emo da
aproksimativnu vrijednost koja odgovara ¢voru x;,, dobijemo na sljedeéi nacin

Yi+1 = Yi +arky + azks, (5.13)
gdje su
ki =hf(xi,yi), ko =hf(x;+oh,y; + k). (5.14)

Potrebno je odrediti parametre ay, a,, o i 3, tako da se desna strana jednakosti (5.13) poklopi sa
Taylorovim razvojem y(x;,1) do ¢lana §to je moguée viseg reda.

N) Sa y(xi+1) oznaceno je vrijednost tacnog rjeSenja u ¢voru x;41, dok je sa y;; oznacena
vrijednost aproksimativnog rjeSenja takode u ¢voru x;, 1.

Za y(x;iy1) = y(x; + h) vrijedi razvoj

Y)Y () 2y ()
. N N
y(xi1) = y(x;) + 1!’ h+ 2!’ h+ 3!’ B+ e (5.15)

Kako je y'(x) = f(x,y) i pravila o sloZenom izvode viSeg reda, to (5.15) moZemo pisati u obliku

1
¥(xi1) = Y(0) + fh+ 5 (fot APR

1
3y (a2 f + S+ fefy # SR+ (5.16)

pri ¢emu je radi jednostavnosti zapisa izostavljeno (x;, y(x;)) kod funkcije f i njenih parcijalnih
izvoda. Sa druge strane je

Vi+1 = Yi+arky + axky = y; +arky + axhf (x; + ah,y; + Bk )

1 2,2 2,2
= y; +ark +a2h[f+fxoch+fyﬁk1 + 5(fxxoc K+ 2 fryhBhy + £, B7k) ) + }
(5.17)

*Martin Wilhelm Kutta (3. novembar 1867.—25.12.1944.godine), bio je njemacki matematicar.
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Runge-Kutta metodi Poglavije 5. ODJ - Cauchyevi i rubni problemi

Ako sada izraz za k; iz (5.14) uvrstimo u posljednju jednakost i desnu stranu grupiSemo po
stepenima koraka £, dobijamo

Vie1 = Yi+ (a1 +a) fh+ax(afy +5fyf)h2

1
+ E(fxxoz2 + 2fxyfaﬁ +fyyf2ﬁ2)a2h3 +--- (5‘18)

Sada uporedujuéi desne strane u jednakostima (5.16) i (5.18) i izjednacavajuci koeficijente uz &
i hz, dobijamo sistem jednacina

1 1
ai+a, =1, aay = 5 Ba2=§. (5.19)

Izraze uz I iz (5.16) 1 (5.18) ne mozemo izjednaciti. Preostaje da se rijesi sistem (5.19). Sistem
ima 3 jednacine i 4 nepoznate. Sljedeca rjesenja se najcesce koriste.

1.
b s
01—02—2, a=p=1,
1
Vit =yi+§(k1 +kj) (5.20)
ky =hf(x;,y:), ko =hf(x;+h,y;+ki)
2.
1 3 2
asg @m=gp a=f=3
1
Yis1 = Yi+ 7 (ki +3k) (5.21)
2 2
ky =hf(xi,yi), ko =hf xi+§ha)’i+§kl
3.

1
ar =0, ay=1, a=ﬁ=§,

Yit1 =Yitky (5.22)

1 1
ky =hf(xi,y:), ky= hf(xi+ zh,yi+ ikl)'

Formule (5.20)—(5.22) pripadaju Runge—Kutteovim metodama drugog reda koji se poklapaju
sa Taylorovim razvojem sve do ¢lanova uz K i ove formule imaju red greske /™.

Runge-Kutta metode trec¢eg reda

Na sli¢an nacin izvode se i formule za metode treceg reda. Aproksimativnu vrijednost u ¢voru x;,
racunaé¢emo po formuli

Yir1 = yi tarky +ayky + azks.

Sljedece dvije formule se najcesce koriste
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1.
1
Yi+l =i+ §(2k1 + 3ky + 4k3) (5.23)
kl = hf(xivyi)a

1 1
ko =hf (X,‘ + zh,y,- + §k1>

3 3
k3 = ]’lf x; + —h,yi + —k2 (5.24)
4 4
2.
1
Yir1 =yit+ g(kl +4ky + k3) (5.25)
ki = hf(x;,yi),
1 1
k2 = hf ()Ci + zh,yi + §k1>
ky =hf (Xi +hy,—k + 2k2) . (5.26)

Greska je reda .

5.2.3 Runge-Kutta metode cetvrtog stepena

Za Runge—Kutta metode Cetvrtog stepena polazi se od jednakosti
Yi+1 = Yit arky + azky + azks + agky,
gdje su

ki =hf(x;,y;)

ky =hf(x; + 0h,y; + Baiky)

ky =hf(x; + oh,y; + B3iki + B32k2)

ky =hf(x; + 04h,y; + Barky + Bazka + Bazks).

Potom se na sli¢an nacin raunaju koeficijenti o; i f3; ;.

5.3 Visekoracne metode

Neka su poznate aproksimativne vrijednosti y;_,;+1,Vi—m+2, - - -, Yi—1,¥; Cauchyjevog problema
I
y (X) =f(x7y)a X € [x07X:|7 (527)
Yo = y(%0), (5.28)
u ¢vorovima mreze X;_,4+1,Xi—m+2, - - - s Xi—1,X;- Na osnovu ovih aproksimativnih vrijednosti pos-
matranog Cauchyjevog problema moZemo izracunati interpolacioni polinom funkcija f stepena
m—1
m—1
Pm-1(x) = f(xi,y)lo(x) + -+« + f (Ximpa 1, Yimmr 1 =1 (x) = Z JCximjoyizj)li(x), (5:29)
j=0
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(r=x;) (x—=2x;_1 )"'(X—Xi—_/+1 )(x_xi—j—l ) (X=Xi_mi1)

nge Je lj(x) = (i j=xi ) (i =i 1 )=+ (i =X 1 ) (i =i o1 )+ (X =Koy 1)
Za rjeSenje Cauchyjevog problema (5.27)-(5.28) vrijedi jednakost
Xi+1
y(xir) = () + f(e,y(1))de. (5.30)
Xi
Ako iskoristimo
f(x,y(x)) zpm—l(x)7xe [xiaxi+l:|7 (531)
dobijamo
Xi+1
i) =30+ [ i) (532
Xi
odnosno
Xi+1
Yorien) = () + Z Fisvisy) j () dx. (5.33)
1z posljednje relacije dobijamo
m=1 Xiv1
Yiel =it Z f(xi—jayi—j)J l;(x)dx, (5.34)
J=0 i
koji moZemo pisati u obliku
m—1
Vet =Yi+h Y fiy, i=m—1lm,..n-1, (5.35)
j=0
gdje je
1 Xit+1 )
Ocj:ELi li(x)dx, j=0,1,....m—1 (5.36)

i fi = f(xk,yx). Ovako dobijena m—koraéna metoda naziva se eksplicitna Adamsova metoda ili
Adams—Bashforthova metoda. Sada za razliCite vrijednosti m dobijamo razli¢ite metode, pa bi se
prije moglo reci da ja sa (5.35)—(5.36) data familija metoda. Za m = 1 (5.35)—(5.36) se svodi na
Eulerovu ekplicitnu metodu (5.6)—(5.8). Za m = 2 vrijedi

X~ Xi-1

X —X;
() == hlx)= :

Xi—1 =X’

Viel =yi+h(oofi+ oy fior).

Koeficijente ¢ i ¢&¢; racunamo na sljedeci nacin
Yl x —x; 1 1
i—1 2
= —-5(x—x
& = J P — X 1 H2 2 ( i—1 ) N

Lt =)~ (3 xl-_1>2]=%<4h2—h2>=;

Xi+1

2h2
1 Xi+1 X —X; Xi+1
Oﬂl—ﬁl[q xi_l_xl (x xz)
1 1
B 2h2(h ~0="3
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Uvrstavanjem ovih vrijednosti u (5.35) dobijamo dvokorac¢ni eksplicitni Adamsovu metodu

h .
Yi+1 =yi+§(3fi_ﬁ—l)7 l=1727"' (537)

Na slic¢an nacin za m = 3 i m = 4 dobijamo Adamsove metode

h
Vit =Yi+ﬁ(23fi_16fi—1+5fi—2)a i=23,... (5.38)
i
h .
Yis1 = Vit 57(55fi=59fi-1 +37fia=9fi3), i=34,... (5.39)
Ako pored ¢vorova interpolacije iSKoristimo X;_,,+1,Xj—m+2, - - - s Xi—1,X; 1 CVOr X;41, MOZemo
polinom

pm(x) = Zf(xi+l—j>yi+1—j)lj(x)a
Jj=0

s ) _ (x=xi41) (x—=x;) -+ (x_xi+2—j)(x_xi—j)”'(x_xi—mﬂ )
gd‘]e Je l] (x) - (xi+l—j_xi+1)(xi+l—j_xi)"’(XH—1—j_xi+2—j)(xi+l—j_xi—j)’"(xi+1—j_xi—m+1)7
verzije prethodno dobijene metode odnosno familija metoda.

Koristeci aproksimaciju

za dobijanje imlicitne

flx,y(x))) = pm(x), X Sx < x40,

iz (5.30) dobijamo
m Xit1
y(xie1) = y(x;) + Zf(xiﬂ—j’yi"' 1-) f lj(x)dx.
j=0 %
1z prethodne jednakosti dobijamo numeri¢ku metodu
m Xt
Yir1 =yit+ Zf(xi+1—jayi+l—j) J 1;j(x)dx,
=0 ¥

koji se moZe napisati u obliku

Yiet =YithYy Bifivicy i=m—Lm,..., (5.40)
Jj=0
edje je
1 Xi+1
ﬁj:ZJ li(x)dx j=0,1,....m. (5.41)

Ovaj m—kora¢ni metod naziva se implicitni Adamsov ili Adams—Moultonov metod.
Zam =1 na osnovu (5.40)—(5.41) vrijedi

Vir1 = Yi +h(Bofir1 + Bifi).
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Koeficijente By i B; ratunamo na sljedeci nain

_1 Xi+1 X—X; 3 1 1 2x[+1 3
Bo=p | = ol = 5t -0)=

_1 Ml x — x4 _ 1 2y 1
B —%J N—x 0F = —ﬁ(O—h )= 5,

Xi
te je
Yt =it Ui+ £), =01, (5.42)
Zam =2 vrijedi

lo(x) = (x—x;) (x—xi-1) I(x) = (x=xi11)(x=x;21) b(x) = (x—xi41)(x—x;)

i1 = X;) (X1 —xi21) = Xip1) (X —xi21) i—1 = X1 ) (ximg —x;)
(x x;)(x Xi—1) (x; = xip1) (i —xi1) (x Xiv1)(x x;)

sada je prema (5.41)

o (=) (x = 511)
Bo = hJ lo(x)dx—hf Woh dx

% l(l + ]’l) dx = E
Na isti nacin se dobijai 8, = %, B = 12, pa je na osnovu (5.40) dobijamo
Yie1 = 2(5fz+1 +8fi—fi-1),i1=1,2,. (5.43)

Zam =3 1im =4 dobijaju se sljedeée metode

h .
Yirr =Yi+ 5z (Ofint +19fi =5fi1 + fi2), 1= 2,3, (5.44)

Vie] = 720(251ﬁ+1+646f, 264fi_1 +106fi_2—19f,_3),i=3,4,... (5.45)

Prediktor-korektor metode
Prilikom koriStenja implicitnih metoda javlja se rjeSavanje nelinearnih jednacina. Na primjer, ako
bismo koristili sljede¢u metodu

h
Yisl =¥ t z(f(xiayi) + f(Xit1,Yi01))s

za odredivanje aproksimativne vrijednosti Cauchyjevog problema u ¢voru x; |, morali bi rijesiti
nelinearnu jednacinu

F(}’i+1) =0

gdje je

h
F(yis1) = Yie1 =i~ E[f(xia)’i) + (X1, yie1) ]
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5.4.1

Poglavije 5. ODJ - Cauchyevi i rubni problemi  Numericko rjeSavanje rubnih problema

Da bismo odredili aproksimaciju y;,; Cachyjevog problema u ¢voru x;,, prvo izracunamo
vrijednost y;,; primjenom neke eksplicitne m — koracne metode, na primjer metodom (5.35)

m—1
yi+1=yi+hzajﬁ—j7 i=m_17m7"'7
Jj=0
D " " 0 . : " " . ‘L
i dobijenu vrijednost ozna¢imo sa yf +)1 (Predictor). Zatim raCunamo vrijednost funkcije f u tacki

(Xi41 ,yfg)l ) (Evaluation)
0 0
-f;(+]) =f(xi+1’y§+)l ’ (546)

. . L .. 1 C . L
i na kraju aproksimativnu vrijednost yf +)1, koristeéi (5.46), racunamo nekom implicitnom m—
kora¢nom metodom (Corrector), na primjer (5.40)

m
yi+1:yi+hZﬁjfi+l—j i=m_17m7"'7
j=0

Numericko rjesavanje rubnih problema

U proslim podpoglavljima rjeSavali smo probleme pocetnih vrijednosti (IVP, Cauchyjev problem) za
obic¢ne diferencijalne jednacine. Sada éemo se baviti drugacijim numerickim problemom. Problem
odredivanja rjeSenje diferencijalne jednacine drugog reda kod koje su poznate vrijednosti rjeSenja u
dvije razliCite tacke (najcesce krajnje) naziva se rubni problem.

N) Rubni problem se definiSe i za diferencijalne jednacine viSeg reda od 2, i u tim sluCajevima
koliko imamo proizvoljnih parametara toliko treba poznavati uslova. Osim poznavanja
vrijednosti rjeSenja u krajnjim tackama mogu biti zadane i vrijednosti izvode ili kombinacije
vrijednosti izvoda i rjeSenja.

Primjer rubnog problema je

n
{y ==y
- T)_ _
y0)=1, y(%)=-3
Opste rjeSenje ove diferencijalne jednacine ima dvije neodredene konstante, pa su potrebna dva
uslova za odredivanje ovih konstanti. U sluc¢aju Cauchyjevog problema vrijednosti rjeSenja y i

izvoda y' se daju za jednu vrijednost argumenta, medutim kod rubnih problema date su dvije tacke
sa razli¢itim vrijednostima argumenata kroz koje prolazi traZena integralna kriva (0,1) i (g, —3) .

Opsti sluca;j

Posmatrajmo sljedeci rubni problem

Y= F(xy)), (5.47)
y(a)=a, y(b)=B. (5.48)
Podijelimo segment [a, b] ekvidistantno rasporedenim tatkama xg,x1, .. .,x,, takvim da je

a=xy<x;<...<x,=b.
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Numeri¢ko rjeSavanje rubnih problema  Poglavlje 5. ODJ - Cauchyevi i rubni problemi

Vrijedi i

xi=a+ih, h= ,0<i<n.

Aproksimirajmo sada izvode y' i y":

) —y(x—h)

') i

Vi)~ 2 —yg) +ybe=h)
odnosno

y'(xi) _ y(xi+l)2_hy(xi—1)7 (5.49)

V() = y(xie1) — 2);5;@') +y(xi-1) . (5.50)
Sada zamjenjujuci y", y' sa prethodnim aproksimacijama i koristeci

y(x;) = yi, (5.51)
dobijamo

Yo=0

h_lz(yi—l = 2yi+Yie1) = F (0,30 2 i1 _)’i—l))a i=1,2,...,n-1 (5.52)

yn = PB-
Ovo je obicno nelinearan sistem od n — 1 nepoznate yq,y,,...,y,—1 (zavisi od funkcije f, ako je f

nelinearna onda je i sistem), rjeSavanje ovakvog sistema rijetko je lako.

Linearni slu¢aj

U nekim sluc¢ajevima sistem (5.52) je linearan. Ovakva situacija se pojavljuje kada funkcija f
oblika

F(x,p,y') = f(x) =b(x)y = c(x)y,

pa rubni problem (5.47)—(5.48) postaje

Y +b(x)y +c(x)y = f(x), (5.53)
y(a)=a, y(b)=p. (5.54)

Koriste¢i ponovo aproksimacije (5.49)—(5.51) dobijamo

Yir1 —2yi+yic1
h2

Yit1 7 Vi1
l

+b o +eyi = fi

ili

1 b; 2 1 b;
E_E Vi—1 + ci_ﬁ yi+ ﬁ-'-ﬂ Yir1 = fir
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gdje su b; = b(x;) i ¢; = c(x;). Ako sada uvedemo oznake

L b B 2 L b
1= Ty SiTGT ti—ﬁ"'ﬁ
dobijamo diferentnu shemu
riyi-1 8y +iyiv1 = fi7 Yo=Q, Yy, = ﬁa i = 1,2,...,]’1— 1. (555)

Diferentna shema (5.55) nam predstavlja Sablon pomocu kojeg generiSemo sistem linearnih
algebarskih jednacina ¢ijim rjeSavanjem dobijamo numericke vrijednosti y;, i = 1,2,...,n—1

siy2+ty, = fi—no
ry1+sy:+hys = fr
: (5.56)

Tn-1Yn—2t Spn—1Yn-1 = fn-1 _tn—lﬁ'

5.5 Zadaci za vjezbu

1. Koriste¢i metode za rjeSavanje Cauchyjevog problema y' = f(x,y), yo = y(xo), za razne ko-
rake h = 0.1, h = 0.05, h = 0.025 izraCunati aproksimativne vrijednosti y; za date probleme.

@y =1y, 5(0) = 1,x€[0,1]; (b)) =x* +)7,3(0) = 0,x € [0, 1];
©y =1+x7,5(0)=0,x€[0,1]; (d)y' = 2= —»*,3(0) = 1,x € [0,1];
©y =y +5y(1)=1,xe[1,2}; Oy = +2°,y(0) =1, xe[0,1];
(2)y' = cos(x+y),y(0) =0,x€[0,1]; () y' =xIny,y(1) = 1,x € [1,2];
)y = e =y, y(0) = 1,x€[0,1]; )y = vi+y",y(0) =0,x € [0,1];

)y = $25,3(0) = 0,x€[0,1].

2. IzraCunati numericka rjeSenja u tatkama mreZe datih rubnih problema za n = 8, 16, 32
(@ y' =y cosx+ysinx = f(x), y(-7) = y(7) = 2,
(i) f(x) =cosx; (ii) f(x) =sinx; (iii) f(x) = cos2x.

() »' = 2xy' +2y = £(x),5(0) = 1,5(1) = 0.5,

() F(x) = x; (i) f(x) =3 +x—1; (iii) £(x) = 56" = 3x+x.
© ' +x%y —ay = f(x),5(0) = 5(1) =0,

(i) f(x) =€ (i) f(x) =€ ; (iii) f(x) =cosx; (iv) f(x) = sinx.
) y'+y' =2 = f(x),5(0) = 0,y(1) = 1,

X

(i) fx) =2 =3+ L5 (i) f(x) = 8" = 8x+ 21 (i) f(x) = 42" —x+ 2.
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6.1
6.1.1

(6. Zadaci

Zadaci za seminarski
Interpolacija

1.

. Interpolirati funkciju f(x) =

Izraunati polinom koji interpolira funkciju f(x) = arctgx u 11 &vorova jednako udaljenih na
segmentu [ 1,6]. Nacrtati grafike funkcije f(x), dobijenog polinoma p(x) i razlike | f(x) —

p(x)].

Interpolirati funkciju f(x) = ¢*, polinomom stepena 10 na segmentu [0,2]. Nacrtati grafike
funkcije f(x), dobijenog polinoma p(x) i razlike | f(x) — p(x)|.

. Napisati program za rjeSavanje jednacine f(x) = 0 koriste¢i inverznu interpolaciju. Testirati

program na sljede¢em primjeru

f(x) | -0.05789200 | -0.3626370 | -0.1849160 | -0.0340642 | 0.0969858
X 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Odrediti interpolacioni polinom koriste¢i podatke iz tabele

x |0]1] 2 [3]4[5
fG) (o1 ]2001 [3]4](5

ﬁ na segmentu [—5,5] polinomom p stepena 20 (koristiti

¢vorove podjednako udaljene). Nacrtati grafike f i p.

. Uraditi ponovo prethodni zadatak, samo u ovom slugaju koristiti CebiSevljeve Gvorove

() x; = 5cos 2, 0<i<20; (b)x; = 5cos EEE 0 < <20,

. Izratunati polinom stepena 13 koji interpolira funkciju f(x) = arctgx na segmentu [—1,1].

. Interpolirati funkciju f(x) = arcsinx na segmentu [_T;’ %] polinomom stepena 15.

Neka je f(x) = max{0,1—x}. IzraCunati interpolacioni polinom p stepena 2,4,8,16 i 32
stepena (koristiti ekvidistantno rasporedene Corove).

Samir Karasulji¢ 99



Zadaci za seminarski Poglavije 6. Zadaci

10. IzraCunati interpolacioni polinom koji interpolira funkciju f(x) = |x|, koristiti (a) 11 ekvidis-
tantnih &vorova; (b) 11 Cebisevljevih Evorova; Uporediti rezultate.

6.1.2 Spline interpolacija

1. IzraGunati kubni prirodni spline koji interpolira funkciju f(x) = —— na segmentu [—5,5],

- x+1
(koristiti 11 ¢vorova jednako rasporedenih).

2. Interpolirati funkciju f(x) = )ﬁ, interpolacionim polinomom, a zatim kubnim prirodnim
splineom. Nacrtati odgovarajuce grafike. Koristiti 7 ¢vorova jednako rasporedenih.

6.1.3 RjeSavanje nel. jed. i sistema
Metoda polovljenja segmenta
1. Odrediti tacku presjeka krivih datih sa y; = x° —2x+ 1iy, = x°.
2. Izracunati pribliZno rjeSenje jednacCine 9x* +18x° +38x* — 57x + 14 = 0.
3. Izracunati priblizno rjeSenje jednacine tgx = x na segmentu [1,2].
4. Izradunati pribliZzno rjeSenje jednacine 6(¢" —x) = 6 + 3x° +2x° na segmentu [—1,1].
Newtonova metoda
1. IzraCunati pribliZzno rjesenje jednacine " — vx +9 = 0 na segmentu [1,3].
2. IzraCunati priblizno rjeSenje jednaline tgx = x na segmentu [5,7].
3. Izracunati priblizno rjeSenje jednacine X +2x*+10x—20=0na segmentu [1,1.5].
4. Tzralunati priblizno rjeSenje jednacine 2x(1 —x* +x)Inx = x> — 1 na segmentu [0, 1].
Proizvoljna metoda
1. IzraCunati priblizno rjeSenje jednacine " — 3x* =0 na segmentu [—1,-0.5].
2. IzraCunati priblizno rjeVsenje jednacine ¥ -3x+1=0na segmentu [1,3].
3. Izracunati priblizno rjeSenje jednacine x* —sinx = 0 na segmentu [0, 1].

6.1.4 Numericka integracija

1. IzraCunati pribliznu vrijednost integrala L;r sinx dx, koriste¢i kompozitno (uopsteno) pravougaono
pravilo, dijeleci [0, 7] na 10 jednakih dijelova.

2. IzraCunati pribliZznu vrijednost integrala I()] ¢"dx, koriste¢i pravougaono pravilo, dijele¢i
[0, 1] na 10 jednakih dijelova.

3. IzraCunati pribliznu vrijednost integrala I()l arctg xdx, koristeéi pravougaono pravilo, dijeleci
[0,1] na 10 jednakih dijelova.

4. IzraCunati pribliZznu vrijednost integrala I(;T sinxdx, koriste¢i kompozitno (uopsteno) trape-
zoidno pravilo, dijele¢i [0, 7] na 10 jednakih dijelova.

5. IzraCunati pribliZznu vrijednost integrala I()l ¢" dx, koristeéi trapezoidno pravilo, dijeleéi [0,1]
na 10 jednakih dijelova.
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6.

10.

11.

12.

Izracunati pribliznu vrijednost integrala I()l arctgxdx, koristeci trapezoidno pravilo, dijeleci
[0,1] na 10 jednakih dijelova.

IzraCunati pribliznu vrijednost integrala J(;r sinxdux, koristeéi kompozitno (uopsteno) Simp-
sonovo pravilo, dijeleéi [0, 7] na 10 jednakih dijelova.

e . . 1 NP e g
. IzraCunati pribliznu vrijednost integrala Io ¢" dx, koriste¢i Simpsonovo pravilo, dijeleéi [0, 1]

na 10 jednakih dijelova.

IzraCunati pribliznu vrijednost integrala I(; arctgxdx, koristeé¢i Simpsonovo pravilo, dijeleéi
[0,1] na 10 jednakih dijelova.

Dat je integral Lz ‘319x_1 sinxdx. IzraCunati Tl((,1 ), koriste¢i Rombergovu metodu.
Dat je integral I(; 12 (V1 —x? — x)dx. Izratunati T1(61 ), koristeéi Rombergovu metodu.

. 324 - - w (1 Ny
Dat je integral Io e V1 —sinxdx. Izratunati T 1(6 ), koriste¢i Rombergovu metodu.

6.1.5 Numeric¢ko rjesavanje ODJ
Jednokoracne metode

1.

Koriste¢i Runge—Kutta metodu drugog reda izracunati priblizne vrijednosti y;, tacnog rjesenja
yakojey =1+ i, y(1) = 1 na[1,2] za vrijednosti h = 27", n = 3,4.

. Koriste¢i Runge—Kutta metodu drugog reda izracunati pribliZne vrijednosti y;, tanog rjesenja

yakojey = yiz—yx, y(1) = 1 na[1,2] za vrijednosti h = 27", n = 3,4.

. Koriste¢i Runge—Kutta metodu drugog reda izracunati priblizne vrijednosti y;, tacnog rjeSenja

yakojey = )%— i —y%, (1) = =1 na[1,2] za vrijednosti h = 27", n = 3,4.

Koriste¢i Runge—Kutta metodu drugog reda izracunati priblizne vrijednosti y;, tanog rjesenja
yakojey = e’ +e’, y(1) = 1 na[1,2] za vrijednosti 1 = 27", n = 3,4.

. Koriste¢i Runge—Kutta metodu drugog reda izracunati priblizne vrijednosti y;, tanog rjeSenja

yakojey =yy/y?—1,y(0) = 1 na [0,1.6] za vrijednosti h = 27", n = 3,4.

Koriste¢i Runge—Kutta metodu drugog reda izraCunati priblizne vrijednosti y;, tanog rjeSenja
yakojey =yx+1/y*—1,y(0) = 1 na[0,1.6] za vrijednosti h = 27", n = 3,4.

ViSekoracne metode

1.

Koriste¢i Adams—Moultonov metodu drugog reda izracunati priblizne vrijednosti y;, tanog
rjesenja y ako je y' = ¢ +sinx, y(0) = 0.1 na [0, 1] za vrijednosti h = 27", n = 3,4.

Koriste¢i Adams—Moultonov metodu drugog reda izraCunati priblizne vrijednosti y;, tanog
rjesenja y ako je y' = y +xe *, y(0) = 0.1 na [0, 1] za vrijednosti h = 27", n = 3,4.

. Koriste¢i Adams—Moultonov metodu drugog reda izracunati priblizne vrijednosti y;, tanog

rjeSenja y ako je y' = yx, y(0) = 0.1 na [0, 1] za vrijednosti h = 27", n = 3,4.

. Koriste¢i Adams—Moultonov metodu drugog reda izraCunati priblizne vrijednosti y;, tanog

rieSenja y ako je y' = y° (x> + 1), y(0) = 0.1 na [0, 1] za vrijednosti h = 27", n = 3, 4.

Koriste¢i Adams—Moultonov metodu drugog reda izraCunati priblizne vrijednosti y;, tacnog
rjeSenja y ako je y' = cosy —¢*, y(0) = 0.1 na [0, 1] za vrijednosti h = 27", n = 3,4.
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6. Koriste¢i Adams—Moultonov metodu drugog reda izraCunati priblizne vrijednosti y;, tacnog
rjeSenja y akoje y' = (1+y°)(1 +x7), y(0) = 0.1 na [0, 1] za vrijednosti h = 27", n = 3,4.

Rubni problemi

1. Za rubni problem y" = %, y(0) =1, y(1) = 0.5, izraCunati pribliZzne vrijednosti y;

ta¢nog rjeSenjayza h =0.11h =0.05.

_ (2—x)e2y 1

2. Zarubni problem y" = e (FROL y(0) =0, y(1) = —log2, izratunati priblizne vrijed-

nosti y; tacnog rjeSenjay za h = 0.1 1 h = 0.05.

3. Zarubni problem y" = —y +xy' —2xcosx+x, y(0) = 0, y(7) = 7, izralunati priblizne vrijed-
nosti y; tatnog rjeSenjay za h =0.11h = 0.05.

4. Za rubni problem y" = %, y(0) = 1.25, y(4) = —0.95, izraunati pribliZne vrijednosti y;
tacnog rjeSenjayza h =0.11h =0.05.

5. Za rubni problem y" = —2- 4 24 10800 y(1) = 1 y(3) = —1, izraunati priblizne vri-
jednosti y; tacnog rjeSenjay za h =0.11 4k = 0.05.

6. Za rubni problem y" = —y; LI é, y(1) =0.75, y(7) = 0.3, izraunati priblizne vrijednosti

X

y; tatnog rjeSenjay za h =0.11 h = 0.05.
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