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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Matematicka logika

U savremenoj matematici bitno mjesto zauzima jezik, odnosno koristenje jezika matematicke logike. Medutim
veliku ulogu matematicka logika ima i van same matematike. Znacajna primjena je u kao u prirodnim naukama,
tehnickim disciplinama i dr., npr. u radu racunara, u teorijskoj kibernetici itd.

Racun izkaza

Polazni objekti teorije iskaza nazivaju se elementarnim iskazima ili elementarnim sudovima. Uobicajeno se
obiljezavaju malim slovima a, b, ¢, ... Pretpostavlja se da elementarni iskaz mora biti ili istinit (tacan) ili
neistinit (netac¢an). Takode, smatramo da postoji moguénost da se provjeri da li je dati iskaz tacan ili netacan.
U algebri iskaza obi¢no se ne razmatra sam sadrzaj iskaza, nego da li je iskaz tacan ili netacan. Dakle, pod
iskazom podrazumijevamo smisljeno tvrdenje, koje ima svojstvo da moze biti samo ili ta¢no ili neta¢no. Istinitost
iskaza p oznacCava se sa grékim slovom 7, 1 vrijedi

T, ako je iskaz p tacan;
L, ako je iskaz p netacan.

") - { (L1)

T se cita "te”, a L "ne te”.

NAPOMENA 1.1.

Koristi¢emo i kvantifikatore V, 3, 3!.
Kvantifikator V je univerzalni kvantifikator i znaci ”za svako”;

(Vz €R) 2° 2 0;
Kvantifikator 3 je egzistencijalni kvantifikator i znaci ”postoji”;

(z eR) z > 3;
Kvantifikator 3!, postoji jedan i samo jedan

(AzeR)z+1=3.

PRIMJER 1.1.

Posmatrajmo sljedece recenice
1. Broj 36 je djeljiv sa 9;
2. Broj 14 je djeljiv sa 6;
3. Broj 4 je manji od 10;
4. Bet je glavni grad Madarske.



POGLAVLJE 1. UVOD 1.1. MATEMATICKA LOGIKA

Pojasnjenje:

Iskazi 1. i 3. su tacni, dok 2. i 4. nisu. Sljedece recenice nisu iskazi:
1.  + 3 < 0, (Jer nije data vrijednost promjenljive x.)
2. Svim Suncevog ima konstantu. (Recenica nema smisla.)

3. Februar ima 28 dana. (Nije precizirana godina, te se ne moze utvrditi ta¢nost.)

I

. Danas je lijepo vrijeme. (Zavisi od liénog misljenja.)

Logicke operacije
Od elementarnih iskaza pomocu logickih operacija formiraju se slozeni iskazi. Rezultate primjene ovakvih
operacija mogu se prikazati u tablicama istinitosti. Operacije koje samo jednom iskazu daju odredene vrijednosti

2
nazivaju se unarne, ima ih 4, ako se opearcija odnosi na dva iskaza onda je to binarna operacija, njih ima 2 = 16.
Operacije nad n iskaza, tj. n—narne operacija ne uvode direktno, nego preko unarnih i binarnih operacija.
Pocecemo sa negacijom

DEerINICIJA 1.1 (Negacija).

Negacija iskaza p je iskaz koji je istinit ako i samo ako je iskaz p neistinit, a neistinit je ako i samo ako je
iskaz p istinit.

Tabela 1.1: Tablica negacije

DEeFINICIJA 1.2 (Konjukcija).

Konjukcija iskaza p i q je iskaz koji je istinit ako i samo ako su oba iskaza p i ¢ istiniti.

m(p) | 7(q) | T(pAq)

T T T
T L L
1 T 1
1 L 1

Tabela 1.2: Tablica konjukcije

DEFINICIIA 1.3 (Disjunkcija).

Disjunkcija iskaza p i g je iskaz koji je istinit ako i samo ako je bar jedan od iskaza p ili ¢ istiniti.

Tabela 1.3: Tablica disjunkcije
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POGLAVLJE 1. UVOD 1.1. MATEMATICKA LOGIKA

DEeFINICIJA 1.4 (Ekskluzivna disjunkcija).

Ekskluzivna disjunkcija iskaza p i g je iskaz koji je istinit ako i samo ako je istinit samo jedan od iskaza p
igq.

Tabela 1.4: Tablica ekskluzivne disjunkcije

DErFINICIIA 1.5 (Implikacija).

Implikacija iskaza p i q je iskaz koji je neistinit ako i samo ako je istinit iskaz p a iskaz ¢ je neistinit.

Tabela 1.5: Tablica implikacije

U implikaciji p = q iskaz p se naziva premisa ili pretpostavka, a iskaz ¢ posljedica ili konsekvenca implikacije.
Iskaz p = q cita se joS iz p proizilazi q”; ili ”p je dovoljan uslov za ¢”; ili ”q je potreban uslov za p”.

Kada se kaze ”p je dovoljan uslov za ¢”, onda to znaci da je iskaz ¢ istinit ako je iskaz p istinit. Na primjer,
da bi neki broj bio djeljiv sa 2 dovoljno je da bude djeljiv sa 4.

A, kada se kaze "¢ je potreban uslov za p”, to znaci da iskaz p ne moze biti istinit ako iskaz ¢ nije istinit.

DEFINICIIA 1.6 (Ekvivalencija).

Ekvivalencija iskaza p i ¢ je iskaz koji je istinit ako i samo ako su vrijednosti iskaza p i q iste.

Tabela 1.6: Tablica ekvivalencije

DEFINICIIA 1.7 (Iskazna formula).

Iskazna formula je konacan niz iskaza sastavljen pomocu logickih operacija, konstanti 0 i 1 i glavnih
promjenljivih iskaza p, ¢, r, ...

PRIMJER 1.2 (Iskazne formule).

Iskazne formule sa dva i tri iskazna slova.

(a) (p=-r)A(pYr);

Samir Karasuljié¢ 7



POGLAVLJE 1. UVOD 1.2. ALGEBRA SKUPOVA

(0) (pAgq)Vr.

DEFINICIJA 1.8 (Tautologija).

Iskazna formula koja je ta¢na bez obzira na istinitosnu vrijednost iskaza u njoj, naziva se tautologija.

PRIMJER 1.3.
Ispitati da li je tautologija
(a) (pA=p) =g

(b) p=(qVvr).

7(p) | 7(q) | 7(=p) TtpA-p) T((pA-p)=q)

e

T
1
T
1

A
e
==

Tabela 1.7: RjeSenje za iskaznu formulu datu pod (a)

7(p) | 7(q) | 7(r) | (qvr) 7(p=(qVr))
T T[T T T
T T | L T T
T LT T T
T L |1 L L
L | 7|7 T T
L | 7|1 T T
L | L |7 T T
L 1|1 1 T

Tabela 1.8: Rjesenje za iskaznu formulu datu pod (b)

Iz Tabele 1.7 zaklju¢ujemo da je formula data u (a) tautologija, dok na osnovu Tabele 1.8 vidimo da formula
data u (b) nije tautologija.

1.2 Algebra skupova

Skup i njegovi elementi su osnovni pojmovi matematike. Skupove obiljezavamo sa velikim slovima A, B, ...

Ako skup S sacinjavaju elementi x, ¥, ... to piSemo

S=A{z,y,...}.

Ako skup S sainjavaju elementi koji imaju osobinu P to piSemo

S ={z|P(x)}ili S = {x: P(x)}.
Ako je S skup, tada x € S oznacava da je x element skupa S ili da z pripada skupu S. Negacija ovog iskaza
oznacava se sa z ¢ S. Skupovi koji se Cesto upotrebljavaju imaju oznake
e N skup svih prirodnih brojeva;
e 7 skup svih cijelih brojeva;
e Q skup svih racionalnih brojeva;

e R skup svih realnih brojeva;

Samir Karasuljié¢ 8
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R" skup svih realnih pozitivnih brojeva;

I skup svih iracionalnih brojeva;

C skup svih kompleksnih brojeva;

(a,b) otvoren interval u R ili krace interval;

[a,b] zatvoren interval u R ili krade segment.

Skup ne zavisi od rasporeda (poretka) kojim su dati njegovi elementi. Tako su na primjer, skupovi {1,2,3} i
{2,1, 3} jednaki. Takode su jednaki i skupovi {1,2,3}, {1,1,2,3}, {1,2,3,3,3, 3}, itd.

Ako je n prirodan broj, skup S = {x1,%s,...,2,} od n elemenata z,,zs,...,2, je konacan. Skup je
beskonacan ako broj njegovih elemenata nije konacan.

NAPOMENA 1.2.

Vrijedi (a,b) ={z:a<z<bAzeR}i[a,b]={rv:asx<sbArzeR]}

Inkluzija

DEFINICIIA 1.9 (Inkluzija).

Za skup B kaze se da je sadrzan u skupu A, tj. da je B podskup ili dio skupa A, ako je svaki element
skupa B takode element skupa A, tj. ako iz x € B = z € A. Cinjenica da je B dio skupa A oznacava se
sa B C Aili AD B. Znak C odnosno D zove se znak inkluzije.

Simbolicki B C A se piSe u obliku

BcAe (Vz)(reB=uxze€A).

DEFINICIIA 1.10 (Jednakost skupova).

Skupovi A i B su jednaki ako je
BcAiAcCB.

Ako A nije jednako B oznacavamo A # B.

Unije skupova

DEFINICIJA 1.11 (Unija skupova).

Ako su A i B dva skupa, pod unijom skupova A i B (u oznaci AU B) podrazumijeva se skup svih elemenata
koji se nalaze bar u jednom od skupova A ili B.

Simboli¢ki zapisana unija skupova A i B izgleda ovako

AuB={zx:x€ Avux e B}.

Presjek skupova

DEFINICIJA 1.12 (Presjek skupova).

Ako su A i B dva skupa, pod presjekom skupova A i B (u oznaci A N B) podrazumijeva se skup svih
elemenata koji istovremeno pripadaju i skupu A i skupu B.

Samir Karasuljié¢ 9
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1.2. ALGEBRA SKUPOVA

Simbolicki zapisan presjek skupova A i B izgleda ovako
AnB={zx:xz€ ANz € B}.

DEFINICIJA 1.13.

Za dva skupa kazemo da su disjunktni ako nemaju zajednickih elemenata.

Razlika skupova

DEFINICLJA 1.14 (Razlika skupova).

Ako su A i B dva skupa, pod razlikom (diferencijom) skupova A i B (u oznaci A \ B) podrazumijeva se
skup svih elemenata skupa A a koji ne pripadaju skupu B.

Simbolicki zapisana razlika skupova A i B izgleda ovako
A\B={zx:zx€ Anx ¢ B}.
PRIMJER 1.4.

Dati su skupovi A = {a, b, c,d,e, f}, B ={d,e, f,g,h}. Odrediti AuB, AnB, A\ B, B\ A.

Rjesenje:

AUB={a,b,c d,e, f, g, h};
AnB={d,e, f};

A\ B ={a,b,c};

B\ A={g,h}.

Uredeni par

Simboli {a, b} i {b,a} oznacavaju isti skup od dva elementa a i b. Uveséemo sada pojam uredenog para cija je
prva komponenta (projekcija) a, a druga komponenta (projekcija) b.

DEFINICIIA 1.15 (Uredeni par).

Uredeni par elemenata a i b, u oznaci (a,b), je
(a,b) = {{a},{a, b}}.

Ovaj uredeni par ozna¢avamo sa (a,b)" ili {a,b). Smatramo da je (a,b) razlicito od (b,a) osim u sluéaju a = b.
Uredeni parovi (a,b) i (c,d) su jednaki ako i samo ako je a =cib =d.

DEFINICIJA 1.16 (Uredena trojka).

Uredena trojka (a, b, c) elemenata a, b, c definise se pomoéu jednakosti

(a,b,c) = ((a,b),c).

Na slican nacin se definiSe i uredena n—torka (ay,as, ..., a,).

INe mijesati sa intervalom (a,b)

Samir Karasuljié¢

10



POGLAVLJE 1. UVOD 1.3. BINARNA RELACIJA

Dekartov proizvod

DEFINICIIA 1.17 (Dekartov proizvod).

Dekartov proizvod dva skupa A i B je skup C ¢iji su elementi uredeni parovi sa prvom komponentom iz
skupa A i drugom iz skupa B, tj.

C=AxB={(a,b):a€ AANbE B}.

PRIMJER 1.5.
Dati su skupovi A = {a,b,c}, B = {1,2}. Odrediti A X B, B X A.
Rjesenje:

AXx B ={(a,1), (a,2), (b,1), (b,2), (c,1), (c,2)};
BxA={(1,a), (1,b), (1,¢), (2,a), (2,b), (2,c)}.

1.3 Binarna relacija

DEFINICIJA 1.18 (Binarna relacija).
Ako su A i B dva skupa, binarna relacija u skupu A X B je svaki njegov podskup.
Ako je A = B, relacija u skupu
AxB=Ax A=A
zove se 1 relacija u skupu A.

DEFINICIJA 1.19.

Neka je o binarna relacija u skupu A X B. Kazemo da je a u relaciji o sa b (u oznaci agb) ako je (a,b) € o.

NAPOMENA 1.3.

Relacije <, >, <, = su binarne relacije u skupu realnih brojeva R.

DEFINICIIA 1.20 (Osobine binarnih relacija).

Neka je ¢ binarna relacija u skupu A.

1. Relacija o je refleksivna ako je
(Va € A) apa;

2. Relacija g je simetri¢na ako je
(Va,b € A) agb = boa;

3. Relacija o je antisimetri¢na ako je
(Va,b e A) (agb A boa) = a = b;
4. Relacija p je tranzitivna ako je

(Va,b,c € A) (agb A boc) = apc.

Samir Karasuljié¢ 11



POGLAVLJE 1. UVOD 1.4. PRESLIKAVANJE ILI FUNKCIJA

DErFINICIIA 1.21 (Relacija ekvivalencije).

Neka je A proizvoljan skup i ¢ jedna relacija u skupu A. Relacija g zove se relacija ekvivalencije ako je
1. refleksivna;
2. simetri¢na;

3. tranzitivna.

DEFINICIIA 1.22 (Relacija poretka).

Neka je A proizvoljan skup i ¢ jedna relacija u skupu A. Relacija ¢ zove se relacija poretka ako je
1. refleksivna;
2. antisimetricna;

3. tranzitivna.

PRIMJER 1.6.

Dati su skupovi A = {-1,1,3,4}, B = {0,2,—2}. Odrediti relaciju ¢ = {(a,b) : a + b = 1} (tj. odrediti sve
uredene parove relacije).

Rjesenje:
0= {(_17 2)7 (15 0)7 (Sv _2)7 (2a _1)7 (07 1)v (_273)}

1.4 Preslikavanje ili funkcija

DEFINICJA 1.23 (Funkcija).
Ako su A i B dva neprazna skupa, pod funkcijom (ili preslikavanjem) f skupa A u skup B podrazumijeva

se jedan podskup skupa A X B takav da se svako x € A javlja jedanput kao prva komponenta u elementima
navedenog podskupa.

Prethodno zapisujemo na jedan od nacina

f:Ar—»B7ALB,xr—»f(x),xEA/\f(m)eB.

Ako je (z,y) € f, tada se  (prva komponenta) naziva original, a y (druga komponenta) slika, slika se takode
oznacava sa y = f(x).

DEFINICIJA 1.24.

Ako je f : A » B tada se A naziva definicioni skup (podrucje) ili domen funkcije (preslikavanja), a skup
svih slika f(x) skup vrijednosti preslikavanja.

Definiciono podrucje oznacavamo i sa Dy. Skup vrijednosti preslikavanja oznacava se sa f(A). Skup I' svih
uredenih parova (z, f(x)) naziva se graf (ili grafik) funkcije f, pa vrijedi

['={(z,f(z)): z € A}.

Samir Karasuljié¢ 12



POGLAVLJE 1. UVOD 1.5. BINARNA OPERACIJA

DEFINICIJA 1.25.

Neka je f : A~ B. Ako je f(A) = B, kazemo da je f preslikavanje skupa A na skup B.

DEFINICIIA 1.26 (Bijekcija).

Neka je f : A » B. Ako vazi ekvivalencija f(z;) = f(zy) & x; = x4, tada je f bijektivno preslikavanje
(ili bijekeija ili obostrano—jednoznaéno).

DEFINICIJA 1.27 (Kompozicija preslikavanja).

Nekaje f : A~ Big: B+ C. Pod proizvodom (kompozicijom) preslikavanja f i g smatra se preslikavanje
h: A C odredeno sa
hz) = g(f(z)), z € A.

PRIMJER 1.7.
Nekaje A=B=C=Ri f(z) = cosz, g(z) = 2°. Tada je

9(f(x)) = cos’ x;
flg(z)) = cosz’.

1.5 Binarna operacija

DEFINICIJA 1.28.

Binarna operacija u jednom skupu S = {a, b, c, ...} je jedno preslikavanje skupa S X S u skup S.

Binarna operacija zove se takode i binarna kompozicija, apstraktna operacija ili samo operacija. Znak koji
pokazuje da na elemente a i b skupa S treba primijeniti odredeni postupak da bi se dobio odredeni element c iz
istog skupa S zove operator i ¢esto se oznacava sa o. Rezultat operacije o koja je izvrSena sa elementima a i b
oznacava se a 0 b = c.

DEFINICIJA 1.29.

Skup S u kojem je definisana binarna operacija o zove se grupoid. Grupoid se oznacava sa (S, o).

Za operacije koje imaju konkretan smisao, operator o se zamjenjuje sa znacima:
+ za sabiranje (brojeva, polinoma, vektora,. .. );
— za oduzimanje (brojeva, polinoma, vektora,. .. );
x ili + za mnozenje (brojeva, polinoma, vektora,. .. );
:ili / za dijeljenje (brojeva, polinoma, ... );
U za uniju skupova;
N za presjek skupova;

\ za razliku skupova;. . .

Samir Karasuljié¢ 13



POGLAVLJE 1. UVOD 1.5. BINARNA OPERACIJA

1.5.1 Osobine binarnih opearcija

DEFINICIIA 1.30 (Asocijativnost).

Neka je dat grupoid (5, 0). Ako za svaka tri elementa a,b,c € S vazi
(aob)oc=ao(boc),

kaze se da je operacija o asocijativna na skupu S.

DEFINICIJA 1.31 (Polugrupa).

Grupoid (.9, o) u kome je operacija o asocijativna naziva se polugrupa (ili semigrupa).

DEFINICIIA 1.32 (Komutativnost).

Neka je dat grupoid (S, o). Ako za svaka dva elementa a,b € S vazi jednakost
aob="boa,

kazemo da je operacija o komutativna na S.

DEFINICIJA 1.33 (Neutralni element).

Ako u grupoidu (S, o) postoji takav element e € S za koji je
(Va€ S)aoce=eoca=a

on se zove neutralni element.

TEOREMA 1.1.

Ako postoji neutralni element e za operaciju o, on je jedinstven.

DEFINICIJA 1.34 (Simetrican element).

Neka grupoid (S, o) ima neutralni element e. Kazemo da element a € S ima simetrican (ili inverzni
element) des ; ako vrijedi jednakost
a'oa:aoa'=e.

1.5.2 Algebarske strukture

DEFINICIIA 1.35 (Grupa).

Kaze se da grupoid (5, o) ima strukturu grupe, ili da ¢ini grupu, ako operacija o ima osobine

0 e N
1° Operacija je asocijativna
(Va,b,c€ S)(aob)oc=ao (boc);

2" Operacija ima neutralni element e

(Jee S)(Vae S)ace=eoa=aq;

0 9 o o 052 I 00
3" Svaki element a ima simetrican element a za operaciju o

(Va€S)(3d € S)aoa =d oa=e.
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Ako je (5, 0) grupa, kaze se da elementi skupa S obrazuju grupu.

DEFINICIIA 1.36 (Komutativna ili Abelova grupa).

Ako je (5, 0) grupa i ako je operacija o komutativna
(Va,be S)aob=boa,

kaze se da je grupa komutativna ili Abelova.

DEFINICIIA 1.37 (Distributivnost).

Neka su na jednom skupu S definisane dvije binarne operacije o i 05. Ako vazi
(Ya,b,c€S) aog(boyc)=(aoyb)oy(aoyc)i(ao;b)oyc=(aoyc)o;(boyc),

kazemo da je o, distributivna u odnosu na o;.

DEFINICLIA 1.38 (Prsten).

Neka su na skupu S definisane dvije binarne operacije redom oznacene sa + i —. Kazemo da S ¢ini prsten
u odnosu na te dvije operacije ako su ispunjeni uslovi

1° Skup S ¢ini komutativnu grupu u odnosu na operaciju +;

2° Operacija - je asocijativna, tj vazi
(Va,b,ceS)a-(b-c)=(a-b)-c;

3° Operacija - je distributivna prema operaciji +, tj.

(Va,b,ce S)(a+b)-c=a-c+b-cia-(b+c)=a-b+a-c

Prsten koji ¢ine skup S i njegove operacije + i - oznacava se (S, +, -).

DEFINICIIA 1.39 (Tijelo).

Prsten (S, +, -) zove se tijelo, ako skup S\ {0} ¢ini grupu u odnosu na operaciju -.

DEFINICIIA 1.40 (Polje).

Prsten (S, +, -) zove se polje, ako je skup S\ {0} €ini komutativnu grupu u odnosu na operaciju -.

1.6 Polje realnih brojeva

DEFINICIJA 1.41 (Polje realnih brojeva).

Polje (R, +, +) naziva se polje realnih brojeva ako i samo ako su ispunjeni sljedeéi uslovi
1° Na skupu R definisana je relacija poretka < koja posjeduje jos dvije osobine

1 (Va,y,zeR)zsy=>x+2sy+2z;
2(0<szA0<sy)=>0<z-Y,

pri cemu je 0 neutralni element grupe (R, +).
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2% Svaki skup A C R koji ima majorantu ima taénu gornju granicu, odnosno supremum.”

“Tacka M € R naziva se gornja meda ili supremum skupa A C R (oznacava se sa sup A = M) ako ima sljedeéa svojstva:
1. Tacka M je majoranta skupa A, tj. Vx € A, © < M;
2. Vz* < M, 3z € A tako da je = > 2.

Operacije + i - koje su definisane u skupu R, nazivaju se respektivno, sabiranje i mnozenje. Neutralni
element grupe (R, +) oznacava se sa 0 i naziva nula, dok se jedini¢ni element grupe (R \ {0}, -) oznacava sa 1
i naziva jedan. Suprotni element elementa x u grupi (R, +) obiljezava se sa —z, a zbir y + (z) sa y — z i zove
razlika, respektivno, elemenata y i x. Inverzni element elementa z € R\ {0} u odnosu na operaciju - oznacava
sesaz ©ili %, dok se proizvod y - % naziva koli¢nik, respektivno, elemenata y i x, i obiljezava sa %

Ako je z < y kaze se da je x manje ili jednako od y, ili y je vece il jednako od z. Ako je x < y A x # y onda
se pise z < y i ¢ita x je manje od y ili y je vece od .

NAPOMENA 1.4.
Dakle, prema definiciji polje realnih brojeva (R, +, -) mora ispunjavati tri grupe aksioma. Prvu grupu ¢ine

L . o, . . D0, 50 . . .. .
aksiomi polja, drugu aksiomi poretka i dodati aksiomi 1° i 2", dok treca grupa aksioma sadrzi samo jedan
aksiom koji se naziva aksiom supremuma.

1.6.1 Neki vazniji podskupovi skupa realnih brojeva

Na osnovu posljedica aksioma skupa realnih brojeva (vidjeti npr. [0, str. 124 i 125]), skup prirodnih brojeva
moze se definisati na sljede¢i nacin

DEFINICIJA 1.42 (Prirodni brojevi).
Brojevil,2=1+1,3=2+1,...,n=(n—1)+1,... nazivaju se prirodni.
1° Broj 1 je prirodni;
2° Ako je m prirodan broj onda je i n + 1 prirodan broj
Skup prirodnih brojeva obiljezavamo sa N.
DEFINICIIA 1.43 (Cijeli brojevi).
Prirodni brojevi, suprotni brojevi prirodnih brojeva u odnosu na operaciju sabiranja i nula nazivaju se
cijeli brojevi.
Skup cijelih brojeva oznacavamo sa Z.
DEFINICIJA 1.44 (Racionalni brojevi).
P

Koli¢nici e gdje su p i g cijeli brojevi i g # 0 zovu se racionalni brojevi.

Skup racionalnih brojeva oznac¢avamo sa Q.

DEFINICLJA 1.45 (Skup iracionalnih brojeva).

Skup svih realnih brojeva koji nisu racionalni, tj. komplement skupa Q, naziva se skup iracionalnih
brojeva, i obiljezava se sa L.

NAPOMENA 1.5.

Jasno je da vrijedi
QnlI=2iQul=R
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1.6.2 Apsolutna vrijednost realnog broja

DEFINICIJA 1.46 (Apsolutna vrijednost realnog broja).

Apsolutna vrijednost (ili modul ili norma ) realnog broja z, u oznaci ||, je preslikavanje z : R = R* u{0},

definisano sa
a5, ako je z > 0,

|z| =4 0, akojex=0, (1.2)
—z, akojex <0.

NAPOMENA 1.6.

Mozemo koristiti i sljedece definicije koje su ekvivalentne sa Definicijom 1.46

|z| € max{z, -z},
|z L Va2,
PRIMJER 1.8.
Vrijedi
13] =3
| -3 =3
0] = 0.

1.6.3 Pregled baznih i nekih elementarnih funkcija
Bazne funkcije realne promjenljive su
1. Konstantna i identicka (jedini¢na) funkcija;
2. Eksponencijalna i logaritamska funckcija;
3. Stepena funkcija;
4. Trigonometrijska funkcija kosinus (cos) i njena inverzna funkcija arkuskosinus (arccos).
Elementarne funkcije realne promjenljive dobijamo iz baznih funkcija kona¢nom primjenom algebarskih

operacija +, —, -, : i kona¢nim brojem superpozicija tih funkcija.

Linearna funkcija Jedan od najjednostavnijih primjera elementarne funkcije je linearna funkcijaQ. Opsti
oblik linearne funkcije je

f(x) =kz +n.

Vrijedi:
1. Definiciono podrucje ove funkcije je skup svih realnih brojeva R.
2. Grafik ove funkcije je prava.

3. Parametar k je koeficijent pravca, a n je odsjecak prave na y—osi.

n

E’O)’ tj. za vrijednost argumenta z = —2.

4. Nula funkcije je u tacki (- .

5. Funkcija nije ogranic¢ena, i nema lokalnih ekstrema.

6. Slucaj k > 0 (Slika 1.1a)

2Funkcija koja ¢e biti ovdje predstavljena je afina funkcija, a koja se pogresno naziva linearna.
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y=f(x)
(a) Grafik funkcije f(x) = kz +n, k>0 (b) Grafik funkcije f(z) =kx +n, k<0

Slika 1.1: Grafici linearnih funkcija f(z) = kz + nuslucajuk >0ik <0

(a) Funkcija raste Vo € R;
(b) Znak funkcije: f(x) <0,z € (=00, =%), f(z) >0,z € (=%, 00).
7. Slucaj k < 0 (Slika 1.1b)
(a) Funkcija opada Yz € R;
(b) Znak funkcije: f(x) >0,z € (—00,=%), f(z) <0,z € (-2, 00).
Specijalni slucajevi

1. U slucaju n = 0 grafik prave prolazi kroz koordinatni pocetak.

2. U slucéaju k = 0 dobijamo konstantnu funkciju. Grafik ove funkcije je prava paralelna sa xz—osom ili sama
x —osa, kada je i n = 0. Grafici ovih pravih predstavljeni su na Slici 1.2a.

Y
)
y=1
oo [
(0.0) y=—0.5
y=—1.5
r=—1 =175
(a) Grafici funkcija oblika f(z) =n (b) Prave oblika z = a, a € R

Slika 1.2: Grafici funkcija oblika f(x) = const, (f(z) = n) i pravih x = a
Na Slici 1.2b predstavljene su prave oblika = a, a € R. Ovo nisu funkcije u smislu kako je to ovdje uvedeno.

Kvadratna funkcija Opsti oblik kvadratne funkcije je
fz)=az” +br+c, a#0

1. Definiciono podrugje kvadratne funkcije je skup svih realnih brojeva R.
2. Grafik ove funkcije je parabola.
3. Nule funkcije racunamo po formuli

—b+ Vb? — dac

Tij2 = 24

Velicina D = b° — dac je diskriminanta, moze biti pozitivna, jednaka nuli i negativna, i od vrijed-
nosti diskriminante kvadratna funkcija moze imati dvije realne i razlic¢ite nule, jednu dvostruku nulu
ili konjugovano—kompleksne nule.
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D >0 D=0 D <0
X /
X

+ + + + 4+t

o — aalielii S S e SN

(a) Diskriminanta D > 0 (b) Diskriminanta D =0 (c) Diskriminanta D < 0

Slika 1.3: Grafici kvadratnih funkcija f(z) = az® + bz + ¢ za a > 0 i razlicite vrijednosti diskriminante D

Tr1 = T x
T
/ \ D >0 D=0 D <0
) Diskriminanta D > 0 (b) Diskriminanta D =0 (c) Diskriminanta D < 0

Slika 1.4: Grafici kvadratnih funkcija f(z) = az® + bz + ¢ za a < 0 i razlicite vrijednosti diskriminante D

4. Slucaj a > 01 D > 0. Grafik odgovarajuce funkcije dat je na Slici 1.3a.

(a) Funkcija je konveksna.

(b) Ima lokalni minimum za = = —%.
(¢) Zmak funkcije, f(z) > 0, Vo € (—00,21) U (x9,00), f(x) <0, z € (1, x,), nule funkcije su za z; i
Zo.

(d) Funkcija opada za Yz € ( 00 —Qi) araste za x € (_21’ oo)

5. Slucaj a > 01 D = 0. Grafik odgovarajuce funkcije dat su na Slici 1.3b.
(a
(b
(c

Funkcija je konveksna.

)

) Ima lokalni minimum za z = —%
)
)

Znak funkcije, f(x) > 0, Vo € (=00, 00) \ {z;}, nula funkcije je za z;.

(d) Funkcija opada za Y € (—oo, —%), a raste za x € (—%, oo), T = —%.
6. Slucaj a > 01i D < 0. Grafik odgovarajuée funkcije dat je na Slici 1.3c.
(a) Funkcija je konveksna.
(b) Ima lokalni minimum za x = —%
(¢) Znak funkcije, f(x) > 0, Vo € (=00, 00).
(d) Funkcija opada za Y € ( 00 —21) a raste za T € ( 2b ,oo).
7. Slucaj a < 01 D > 0. Grafik odgovarajuce funkcije dat je na Slici 1.4a.
(a) Funkcija je konkavna.
(b) Ima lokalni maksimum za x = —%
(¢) Znak funkcije, f(z) <0, Vo € (—00,21) U (29,00), f(x) >0, z € (21, x5), nule funkcije su za z; i

ZTy.

(d) Funkcija raste za Va € (—oo,—%), a opada za x € (—%, oo).
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8. Slucaj a < 01 D = 0. Grafik odgovarajuce funkcije dat je na Slici 1.4b.

a

(
(b

Funkcija je konkavna.

)

) Ima lokalni maksimum za z = —%.

(¢) Znak funkcije, f(x) < 0, Vo € (—00,00) \ {21}, nula funkcije je za ;.
)

(d) Funkcija raste za Va € (—oo7 —%), a opada za x € (—%, oo)7 Ty = —%.
9. Slucaj a > 01 D < 0. Grafik odgovarajuce funkcije dat je na Slici 1.4c.

Funkcija je konkavna.

a
Ima lokalni maksimum za r = — 2

(a)

(b) 2a "

(¢) Znak funkcije, f(x) <0, Vo € (—00, 00).
)

(d) Funkcija raste za Va € (—oo,—%), a opada za x € (—%, oo).

Eksponencijalna funkcija Opsti oblik eksponencijalne funkcije je

flz)=a",0<a#l. (1.3)
Broj a je baza. Razlikujemo dva slucajaito: 0 <a < 11ia> 1. Vrijedi

1. Definiciono podrugje eksponencijalne funkcije je skup svih realnih brojeva R.

2. Eksponencijalna funkcija (1.5) nema nula i eksponencijalna funkcija uvijek je pozitivna, tj. f(z) >0, Vz €
( —00,00 ) .

3. Funkcija (1.5) je konveksna.
4. Slucaj 0 < a < 1. Grafik ove funkcije je dat na Slici 1.5a.

(a) Funkcija opada za Yz € R.

(b) Ima desnu horizontalni asimptotu y = 0.
5. Slucaj a > 1. Grafik ove funkcije je dat na Slici 1.5b.

(a) Funkcija raste za Va € R.

(b) Ima lijevu horizontalni asimptotu y = 0.

Y Yy
fe)=a",0<a<1 flz)=a% a1
o +\+ J% + + + +
v x
(-0 (070
(a) Slucaj0<a<1 (b) Slutaj a > 1

Slika 1.5: Grafici eksponencijanih funkcija f(z) =a” za0<a<1lia>1
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Logaritamska funkcija Opsti oblik logaritamske funkcije je
flx)=log,z, 0<a+1. (1.4)

Broj a je baza logaritma, a z je argument (logaritmand ili numerus). I ovdje, kako kod eksponencijalne
funkcije, razlikujemo dva slucaja u zavisnosti od vrijednosti baze a. Baza moze biti bilo koji realan broj, koji
zadovoljava uslove 0 < a A a # 1, medutim dvije baze se vise koriste od ostalih, a to su a = 101 a = e. U slucaju
baze a = e koristimo oznaku

Inz,

ne pisemo oznaku za bazu i umjesto log koristimo In. Ovaj logaritam se naziva prirodni ili Neperov ’ logaritam.
U slucaju baze a = 10 za logaritam koristimo oznaku

log x,
tj. bez oznake za bazu. Ovaj logaritam se naziva dekadski ili Briggsov ! logaritam.

1. Definiciono podrucje je = € (0, 00).

Yy
() =1 > 1
f(x) =log,z,0<a<1 f(z) =log, z, a
+ - - - - - - + + + + +
(0,0) v (0,0) (1,0)
’ (1,0)
(a) Slucaj0<a<1 (b) Sluzaj a > 1

Slika 1.6: Grafici logaritamskih f(z) =log,zza0<a<lia>1

2. Slucaj 0 < a < 1. Grafik ove funkcije je dat na Slici 1.6a.

(a) Funkcija je opadajuca za Vo € Dy, tj. Vo € (0, 00).
(b) Funkcija ima nulu za x = 1.
(¢) Zmak funkcije: f(x) > 0,Vz € (0,1), f(z) <0, Yz € (1, 00).

3. Slucaj a > 1. Grafik ove funkcije je dat na Slici 1.6b.

(a) Funkcija je rastuca za Yo € Dy, tj. Y € (0, 00).
(b) Funkcija ima nulu za z = 1.
(¢) Znak funkcije: f(x) <0,Vx € (0,1), f(x) >0, Yz € (1, 00).

Trigonometrijske i inverzne trigonometrijske funkcije Trigonometrijske funkcije su: kosinus, sinus, tan-
gens, kotangens, sekans i kosekans.

Funkcija kosinus
1. Definisana Vz € R.
2. Kosinus je parna funkcija, tj. (Vo € D;) cos(—x) = cosz.

3. Periodi¢na je funkcija, tj. vrijedi (3T € R) (Vz € R) cos(z + T') = cosx, najmanji broj T sa ovakvom
osobinom naziva se osnovni period funkcije. Za funkciju kosinus T = 2.

3John Napier of Merchiston (1 februar 1550.godine — 4. april 1617.godine); poznat i kako Neper, Nepair; nadimak Marvellous
Merchiston) bio je skotski zemljoposjednik koji se bavio matematikom, fiziokom, astronomijom.
4Henry Briggs (february 1561.godine — 26 januar 1630. godine) bio je engleski matematicar
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4. Nule funkcije su za xg = 5 + km, k € Z.

5. Znak funkcije: f(x) >0, z € (0+ 2km, 2 + 2km )U(2E + 2k, 27 + 2k7) , f(2) < 0, 2 € (I + 2k, 25 + 2kr) .
6. Lokalni maksimumi su tackama x,,, = 2kw, k € Z, a lokalni minimumi u x,;, = 7 + 2k7, k € Z.

7. Funkcija opada za x € (0 + 2km,m + 2k7), a raste z € (7 + 2km, 27 + 2km) .

' f(2) = cos(z)

;P -7 0

(a) Funkcija cosz

f(z) = sin(z)

—2m = Ar

o

ol
3
o

T=2m

(b) Funkcija sinz

Slika 1.7: Grafici trigonometrijskih funkcija cosz i sinz

Funkcija sinus
1. Definisana Vx € R.
2. Sinus je neparna funkcija, tj. (Vo € D;) sin(-z) = —sinw.

3. Periodi¢na je funkcija, tj. vrijedi (3T € R) (Vz € R) sin(x + T) = sinz, najmanji broj T sa ovakvom
osobinom naziva se osnovni period funkcije. Za funkciju sinus 7' = 27.

4. Nule funkcije su za zq = km, k € Z.
5. Znak funkcije: f(x) >0, z € (0 + 2km, 7w + 2k7), f(x) <0, x € (7 + 2km, 27w + 2k7).

6. Lokalni maksimumi su tackama x,., = g + 2km, k € Z, a lokalni minimumi u x,;, = ‘%’T + 2km, k € Z.

7. Funkcija raste za x € (0 + 2k, g + 2]4:77) U (3?” + 2k, 2w + 2k7r) ,aopadax € (% + 2k, 3?” + 2k77) )
Funkcija tangens

1. Definisana Yz € R\ {Z + kr | k € Z} tj. Dy =R\ {Z +kr | k € Z}.

2. Tangens je neparna funkcija, tj. (Vo € Dy) tg(—z) = —tgz.

3. Periodi¢na je funkcija, tj. vrijedi (T € R) (Vz € R) tg(x + T) = tgz, najmanji broj T sa ovakvom
osobinom naziva se osnovni period funkcije. Za funkciju tangens T = 7.

4. Nule funkcije su za g = 0 + km, k € Z.

5. Zmak funkcije: f(z) >0, z € (0 + km, % + kﬂ'), flz) <0,z € (—g + km,0 + k‘ﬂ').
6. Funkcija nema lokalnih ekstremuma.

7. Funkcija raste za Vo € Dy.

Funkcija kotangens

1. Definisana Yz € R\ {r +kn | k € Z} tj. Dy =R\ {r + kn | k € Z}.

2. Kotangens je neparna funkcija, tj. (Vw € Df) ctg(—z) = —ctgx.

3. Periodicna je funkcija, tj. vrijedi (3T € R) (Vz € R) ctg(z + T) = ctgx, najmanji broj T sa ovakvom
osobinom naziva se osnovni period funkcije. Za funkciju kotangens T = 7.
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Yy
AN
f(z) = tg(x)
1 — — —s > 1
T=m
(a) Funkcija tgz
Yy
AN
f(@) = cta(a)
e \ \ s
e A N 0 2 TN T |
T=mn

(b) Funkcija ctgx

Slika 1.8: Grafici trigonometrijskih funkcija tgx i ctgx

4. Nule funkcije su za zq = g + km, k € Z.

5. Zmak funkcije: f(z) >0, z € (0 + km, g + kﬂ'), flz) <0,z € (g + km,m+ kﬂ').
6. Funkcija nema lokalnih ekstremuma.

7. Funkcija opada za Y € Dy.

Funkcija arkus kosinus

1. Grafik funkcije dat je na Slici 1.9a;

2. Funkcija je definisana za Vo € [-1,1], tj. Dy = [-1,1];

3. Funkcija je opadajuca YV € Dy;

4. Zmak f(z) >0, Vz e [-1,1), f(z) =0zaz = 1;

5. Ogranicena je (Vo € Dy) 0 < arccosz < m;

Funkcija arkus sinus

1. Grafik funkcije dat je na Slici 1.9b;

2. Funkcija je definisana za Vo € [-1,1], tj. Dy = [-1,1];

3. Funkcija je rastuca Vo € Dy;

4. Znak f(z) <0, Vz € [-1,0), f(z) >0, Yz € (0,1], nule funkcije f(x) =0 je za = = 0;

5. Ogranicena je (Yx € Dy) — 7 < arcsinz < 7;
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. — T

-1 (0,0) 1
(a) Funkcija arccos (b) Funkcija arcsin
Y
Y > 7T
s
P)
™
T
(0,0)
. x
3 (0,0)
(¢) Funkcija arctg (d) Funkcija arcctg

Slika 1.9: Grafici inverznih trigonometrijskih funkcija arccos x, arcsin x, arctg x i arcctgx

Funkcija arkus tangens

1. Grafik funkcije dat je na Slici 1.9¢;

2. Funkcija je definisana za Yz € R = (=00,00) tj. Dy = R = (—00,00);

3. Funkcija je rastuca Vo € Dy;

4. Znak f(z) <0, Vz € (-=00,0), f(x) >0, = € (0,00), nula funkcije f(z) =0zaz=0:
5. Ogranicena je (Vr € D) — 7 < arctgz < 33

6. Ima lijevu horizontalnu asimptotu y = —g i desnu horizontalnu asimptotu y = g
Funkcija arkus kotangens

1. Grafik funkcije dat je na Slici 1.9d;

2. Funkcija je definisana za Vo € R = (=00,00) tj. Dy = R = (=00, 00);

3. Funkcija je opadajuca Vo € Dy;

4. Znak f(xz) >0, Vx € (—00,00);

5. Ogranicena je (Vo € Df) 0 < arcctgz < m;

6. Ima lijevu horizontalnu asimptotu y = 7 i desnu horizontalnu asimptotu y = 0.

PRIMJER 1.9.

Rijesiti jedna¢inu 3z — 2|z + 1| — |5 — 2| = 3.
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x
x
folz) =—x+5
(a) Grafik funkcije fi(z) =z +1 (b) Grafik funkcije fo(x) = -z +5

Slika 1.10: Grafici linearnih funkcija, koji ¢e posluziti za oslobadanje od apsolutnih vrijednosti

RjeSenje:

Odredimo prvo znak izraza x + 1 i 5 — x, iskoristimo grafike linearnih funkcija fi(z) =z + 11 fo(z) = —x + 5,
datih na sljedecoj slici
Sada na osnovu grafika dobijamo sljede¢u tabelu

|z + 1] —(z+1) z+1 z+1

Tabela 1.9: Znak funkcija fi(z) =z +11 fo(z) = -z +5

Interval I, x € (—oo, —1] vrijedi
3x—2[-(z+1)]-(b—2)=3=3r+22+2-5+r=3=6x=6=x=1¢ (—c0,—1].
Interval IT, z € (—1,5] vrijedi
3x—2(z+1)-5+zx=3=2r=10=2=5€ (-1,5].

Interval ITI, = € (5, c0)
3x—2(z+1)-[-(—z+5)]=3<=5=5,

ovo znaci da su rjeenja jednacine na intervalu III svi z € (5, 00). Pa rjeSenje jednacine unija svih dobijenih
rjeSenja na sva tri intervala x € {5} U (5, 00) = [5, 00).

PrIMJER 1.10.

Rijesiti jednacinu 2 +z— 2‘ + |—x2 +x + 2’ = 2.

Rjesenje:

Da bi odredili znak kvadratnih trinoma unutar zagrada apsolutne vrijednosti, posmatrajmo kvadratne funkcije
2 . 2
filx)=2"+2-21 folz) = -2+ 2+ 2.
Nule funkcija f; i f, odredujemo rjeSavajuci odgovarajuce kvadratne jednacine po formuli x5 =
vrijedi

—b+vVb%—4ac

2a ’
x2+x—2204:v(x1:—2V332=1); —x2+x+2:04:>(a:1=—1Vx2:2).

Zmak izraza pod apsolutnim zagradama odredujemo koristeéi prethodne grafike

Samir Karasuljié¢ 25



POGLAVLJE 1. UVOD 1.6. POLJE REALNIH BROJEVA

filx)=22+2-2 x=-1 T2=2

X

+ + +
x
x1 = —2 e =1 folz) = -2 +2+2
(a) Grafik funkcije fi(z) = -2 (b) Grafik funkcije fo(z) = —P 42

Slika 1.11: Grafici kvadratnih funkcija, koji ¢e posluziti za oslobadanje od apsolutnih vrijednosti

00 -2 -1 1 2 +00
|:p2+:v—2| 2 tz-2 —(x2+:p—2) —(m2+:p—2) 2 rz-2 22 +z—2
|-z +2+2| (-2 +2+2) (-2 +2+2) —2? +z+2 —z2 tz+2 (-2 +z+2)
I II IIT v \%

Tabela 1.10: Znak funkcija fi(z) = 2> + 2 =21 fo(z) = =2 + 2 + 2

Interval I, z € (00, —2], vrijedi
x2+x—2—(—x2+x+2) =2 o g’ =3 2y = +/3, Ty/y ¢ (—00,-2].
Interval II, x € (-2, —1], vrijedi
(P +z-2)— (2" +z2+2) =2 z=-1,2=-1€(-2,1].

Interval III, z € (—1,1], vrijedi

—(@P+zr-2)-+r+2=2=2" =lexyp=211, 25=1€(-1,1].
Interval IV, z € (1,2], vrijedi

Hr-2-2"+z+2=2e2=12=1¢(12]

Interval V, z € (2, 00), vrijedi

x2+x—2—(—$2+x+2) =2 =3 & wyp = +V/3, T2 € (2,00).
Pa je rjeSenje jednacine = € {—1,1}.

PRrRIMJER 1.11.

Rijesiti nejednacinu |2 — z| > |x + 1| — 3.
RjeSenje:

Oslobadanju od zagrada apsolutne vrijednosti pristupamo na isti na¢in kao i slu¢aju jednacina, koristeci
sljedece grafike.

Podatke iz grafika prenesemo u tabelu.
Interval I, z € (—o0, —1], vrijedi

2—z>—-(z+1)-3=2-z>-1r-1-3=2> -4
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x
x
folz) = —x+2
(a) Grafik funkcije fi(z) =z +1 (b) Grafik funkcije fo(x) = -z + 2

Slika 1.12: Grafici linearnih funkcija, koji ¢e posluziti za oslobadanje od apsolutnih vrijednosti

I II IIT

Tabela 1.11: Znak funkcija fi(x) =z + 11 fo(x) = —x + 2

Nejednakost 2 > —4 je tacna bez na vrijednost z, tj. (Vo € R)2 > —4, te je rjeSenje nejednacine na Intervalu I,
z€RN(-00,-1] = (—00,-1].
Interval II, z € (-1, 2], vrijedi
2—z>x+1-3 -22>-4=1<2 x€(-00,-2)

pa je rjeSenje nejednacine
x € (-00,2)Nn(-1,2] = (-1,2).

Interval III, z € (2, 00), vrijedi
-2-2)>2x+1-3< -2>-2.

Ovo je netacna brojna nejednakost pa rjeSenje u ovom slucéaju @ (prazan skup).
Rjesenje nejednacine je unija rjeSenja na svakom posmatranom intervalu

r € (—00,—-1]uU (-1,2) = (—00,2).

PrRIMJER 1.12.

2z—1
z+1

Rijesiti nejednacinu | | < 2.

RjeSenje:

Ovu nejednacinu mozemo rijesiti kao nejednac¢inu u Primjeru 1.11, medutim mozemo i iskoristiti sljede¢u
osobinu
+
|z|]<ae= —a<z<a=(-a<zAz<a),a€R".

Koristec¢i prethodnu osobinu realnih brojeva, vrijedi

20 —1

20 —1 20—1 2zx-1
—_— < <2 -2< <
rz+1

S+l T S z+1 x+1

’S2=>—2

Zatim rijesimo dobijene nejednacinem jednu pa drugu. RjeSenje polazne nejednacine je presjek dobijenih
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rjeSenja, u ovom slucaju
1
x € [Z’ oo) .

NAPOMENA 1.7.

2z—1
z+1

U slucaju nejednacine | | = 2, samo presjek treba zamijeniti sa unijom. Koristi se osobina
+
|z| >ae= (z<-avz>a),aeR".

Rijese se obje nejednacine, ali rjeSenje polazne nejednacine je sada unija dobijenih rjesenja.
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Zadaci za vjezbu

1. Dati su iskazi p, ¢ i r. Ispitati da li su sljedec¢e formule tautologije
(@) (p=a Ve ®d) (prg = (rv-r).

2. Dati su skupovi A = {1,2,3} i B = {2, 3,4}. Odrediti
(a) (A\B) U (B\ A); (b) (A\B)n(B\A).
3. Dati su skupovi A = {1,2,3} i B = {a,d}. Odrediti
(a) (AuB)x (BnA); (b) (AuB)x (A\ B).
4. Dati su skupovi A={z € N:2<2z<5}iB={zxeN:4<z <6} Odrediti relaciju g, ako je
(a) o= {(z,y) : 2 =y} € AX B, (x je iz skupa A, y iz skupa B);
(b) o={(z,y) :y=a2+2} < Ax B;
(c)o={(z,y) x>y} S AXB.
5. Rijesiti jednacine
(a) [2z-1|-2[1—=z| =1; (b) |x—=3|+ |1 —4x| = 2|z +2]; (¢) |22 -1| -3(Bx+1) = |z —1| -2(=+3)-09;
() [2z2+1 =-3lz=3|=|z—-1]|+2+2; (e)4(1—z)+ |22 -1| =3z — |z —-2| - 1;
(f) 122 -1| =3Bz +1)=|z—-1] —2(x +3) = 9;
() 122 +1|=3lz=3|=]z-1]+2+2; hW)4(1l-z)+|2z-1]| =3z - |z -2| - 1;
(i) |2® —4z| +3 =2+ |2 —=5]; () |la—1]|+|2° +32 -4 =5; (k) |2 —5| + |2° —22-8| = T;
OH2z-15-|z-2]|| =1
6. Rijesiti nejednacine
(a) 2-3|1—x| -2xs1—-4x—-2|2¢+3|; (b) [z + 1| +[3z - 1| > 2;
(¢) |22 =1 =3Bz +1) < |z —-1]=2(z+3)-9;
(d) 12z +1 =-3|lz=3|<s|z-1+z+2; (e)d(l-z)+ |2z -1 23z - |z —-2| - 1;

20— 1

r—1
IH’SZ (8)

2¢ + 1

(f)

2¢ -3

‘<1; (h)

x+1’ 1
> .
27

Q) |a* —z] = |z| <1; () |[o° =3z +2|-1>|e-3] (k) |2°-Tz+10]-]z—-3] <6
M) |lz=1]+|2°+3z -4 25; (m) [2° —22-3|+2-2z 2 |z —4] +2°; (n) [#” + 22 - 3| < 3z + 3;

22+ 22

2 2
(0) 2" =4zl +32 2" + o = 5; () | 7———

< 1.
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Poglavlje 2

Procentni racun. Racun smjese.

2.1 Razmjere i proporcije

U raznim proracunima, u prirodnim, inzinjerskim naukama i dr., ¢esto se pojavljuju razmjere, odnosi ili omjeri
nekih veli¢ina.

DEFINICIJA 2.1 (Razmjera).

Razmjera (ili omjer) dva broja a i b (a, b > 0) je njihov koli¢nik. Pisemo

a

a:bilig,a,b>0.

Ako su dvije razmjere a : b, i ¢ ¢ d jednake, dobijamo proporciju.
DEFINICIJA 2.2 (Prosta proporcija).
Jednakost koju formiraju jednake razmjere nazivamo proporcija. PiSemo

a:b=c:dili%=§.

Proporcije imaju osobinu
atb=c:d=(azxc):(bxd).

Ako je vise razmjera jednako, vrijedi

O O S e _&g_ge_P2 e e B T f
a.b—c.d—e.f—p.q@b i~ 7 g Saicierp b:d: f:q. (2.1)

Proporcije u prethodnom izrazu (2.1) nazivamo produZene proporcije.
PRIMJER 2.1.
Odrediti z iz proporcije (z +9) : 6 = x : 5.
Rjesenje:

(z+9):6=x:5=5(x+9)=6x < =45
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2.2. PROCENTNI RACUN

PRIMJER 2.2.

Primjenom osobina produzene proporcije odrediti x,y, z i t, ako je
r+y+z+t=198ix:y:z:t=1:2:3:5.

Rjesenje:

Iz produzene proporcije vrijedi
= ]{;7

pa je
x=k,y=2k z=3k, t=>5k.

Sada u jednakosti z + y + z + ¢t = 198, zamijenimo x,y, z i t preko k, dobijamo
k+2k+3k+5k=198 = 11k =198 < k = 18,
pa je na kraju
x =18,y =36, z =54, t = 90.
PRIMJER 2.3 (Direktna proporcija.).
Tri majice kostaju 90 KM . Koliko majica mozemo kupiti za 240 KM?
Rjesenje:

Vrijedi 3:90 KM =z :240 KM < 2 - 90 KM = 3-240 KM < z = 8.

PRIMJER 2.4 (Obrnuta proporcija.).

Jedan vagon vreca krompira istovarila su tri radnika za 12 sati. Za koliko ¢e sati taj vagon istovariti 4

radnika?
RjeSenje:

Vrijedi 3 : 4 = xsati: 12sati & 4z = 36 & x =9 sati.

2.2 Procentni racun
Ako oznac¢imo sa

G- glavnicu

p— procenat

I— iznos,
tada vrijedi proporcija

G:100=1:p.

(2.2)

Glavnica je ukupan iznos ili koli¢ina nekog dobra, iznos je dio glavnice, dok je procenat stoti dio glavnice.

Oznaka za 1 procenat je
1 procenat = 1%.

Dakle 1% = ﬁ glavnice, glavnici odgovara 100%, a iznosu I vrijednost p.

Samir Karasuljié¢

31



POGLAVLJE 2. PROCENTNI RACUN. RACUN SMJESE. 2.3. RACUN SMJESE

PRIMJER 2.5.
U grupi je bilo 32 studenta i studentice, sljedeé¢u godinu upisalo je 30-oro. Koliki je procenat prolaznosti?
Rjesenje:
Vrijedi G = 32, I = 30, pa je
32:100% =30 : p < 32p = 3000% < p = 93.75%.

Prolaznost je 93.75%.

PRIMJER 2.6.

Cijena nekog proizvoda je smanjena za 10%, a zatim je povecana za 15%, i sada iznosi 60 KM. Kolika je
prvobitna cijena?

RjeSenje:

Koristi¢emo oznaku C' za cijenu, i to C, Cy, C3 za prvu, drugu i trecu cijenu, respektivno. Vrijedi pro-
porcija
9
Ci: 100% = Cy: (100% - 10%) = Oy = ECl,
ili
1

Cg=01—m

9 1
C, = l—OC’l, (10% odgovara 1—0)

Sljedede

Cy 60

115-00 _ 1.15-09 ~ 2797 KM.

Cg = CQ + 01502 = 11502 =1.15- 0901 =4 Cl =

NAPOMENA 2.1.

Osim procenta koristi se i promil. Promil je hiljaditi dio od neke cjeline, oznaka za 1 promil je

1 promil = 1%e.

2.3 Racun smjese

Jednostavni (ili prosti) ra¢un smjese Ponekad je potrebno pomijesati proizvode razlicitih cijena kako bi
se dobio proizvod neke zadane cijene. Na primjer trgovac ima u skladistu kafu od 3 KM i kafu od 15 KM.
Prva kafa je loSijeg kvaliteta, a druga je preskupa za maloprodaju i on se odluc¢uje da ih pomijesa da bi dobio
kafu unaprijed zadane mase, koja kosta 8 KM po kilogramu, koja neée biti ni preskupa a bi¢e zadovoljavajuéeg
kvaliteta.

Sa matematicke strane, isti problem je u npr. mijeSanju dvije kiseline razli¢itih koncentracija da bi se dobila
kiselina sa unaprijed zadanom koncetracijom i unaprijed zadane zapremine. Preciznija formulacija problema
glasi:

U kojem odnosu i u kojim koli¢inama treba pomijesati ta¢no dvije velicine (dva sastojka) x; i x5 koje imaju
neko zajednicko svostvo razli¢itih vrijednosti (intenziteta) s; i s, tako da se dobije smjesa ukupne koli¢ine x i
zeljenog intenziteta s? Problem rjeSavamo rjesavanjem sistema

1 +T9 =2

X181 + oSy = XS,
sada zbog x5 = x — x1, dobijamo linearnu jednacinu sa jednom nepoznatom

2151 + (x — x1)89 = T8,
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¢ijim rjeSavanjem dobijamo x1, a x9 iz x5 = x — 1. Trazi odnos racunamo iz
L1

ZTo '

PRIMJER 2.7 (Prost rac¢un smjese.).

Imamo 48% 1 78% kiselinu. Koliko je potrebno jedne, a koliko druge nasuti u posudu da bi se dobilo
10 1, 60%-ne kiseline?

Rjesenje:

Oznacimo jednu koncentraciju sa s; = 48%, odgovarajuéu koli¢inu sa z;, druga koncentracija je s, = 78% i
odgovarajuca koli¢ina je z5. Ukupna koli¢ina je x1 + z9 = = = 10 1, dok je odgovarajuca koncetracija poslije
mijeSanja s = 60%.

Sada vrijedi

’JJ1+I'2=101

X181 + TSy = XS,
kako je x5 = 10 1 =2, dobijamo
2,048+ (10— 21)-0.78 =10-0.6 <= x; =6 1.

Potrebno je 6 1, 48%— kiseline i 4 1, 78%—kiseline.

PRIMJER 2.8 (Jednostavni rac¢un smjese).
Sa koliko postotnom kiselinom, treba pomijesati 6 1, 48%-ne kiseline, da bi se dobilo 10 1, 60%-ne kiseline?
RjesSenje:

Sada vrijedi
4p+6-0.48 =10-0.6 = p =0.78,

ili u procentima 78%.

Slozeni racun smjese Ako imamo vise od dvije veli¢ine koje trebamo pomijesati dobijamo sljedeéi problem:
U kojem odnosu i u kojim kolicinama treba pomijesati neke veli¢ine iste vrste x1,x»,...,x,, koje imaju neko
zajednicko svojstvo razli¢itih vrijednosti sq, ss, . .., s, da bi dobili smjesu ukupne koli¢ine x = z1 + x5 + ...+ x,
i zeljenog intenziteta s?

Ovaj problem rjesavamo algoritmom Sema zvijezde koji ¢emo ilustrovati na sljede¢em primjeru.

PRIMJER 2.9 (Slozeni rac¢un smjese).

U skladistu su 4 vrste robe po cijenama 160, 140, 110 i 50 KM (svojstva). Kako treba izmijesati ovu robu
po vrstama da bi dobili 560 kg ove robe po cijeni od 120 KM po kilogramu?

Rjesenje:

U Semi su unesene na lijevoj strani cijene pojedinih roba (vidjeti Sliku 2.1), tj. svojstva si, g, S3, S4,
treba izracunati kolike mase su pojedinih vrsta robe koje treba izmijesati (u ovom zadatku ove mase su
oznacena sa Ty, To, T3, T4). Usredini je traZzena cijena, dok su na desnoj strani trazene vrijednosti iz propor-
cije (ove vrijednosti trebaju biti pozitivne, tj. uzimaju se po apsolutnoj vrijednosti, zato uvijek oduzimamo
od vece vrijednosti manju).

Iz sheme na Slici 2.1 dobijemo sljede¢u prosirenu proporciju

11T 23w, =70:10:20:40 =21 292324 =T:1:2:4.
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RACUN SMJESE

Iz prethodne prosSirene proporcije vrijedi

X
71=k=>x1=7k
Dok ay=k
%=2k«:x3=2k
%=4k4:»1:4=4k.

Koristimo sada ukupnu masu robe
Tk + k + 2k + 4k = 560 < 14k = 560 < k = 40.

Trazene vrijednosti dobijamo na sljedeé¢i nacin:

Robe ¢ija je cijena s; = 160 KM potrebno je x; = 7 - 40 kg = 280 kg;
Robe ¢ija je cijena sy = 140 KM potrebno je x5 =1 - 40 kg = 40 kg;
Robe cija je cijena s3 = 110 KM potrebno je x3 = 2 - 40 kg = 80 kg;
Robe ¢cija je cijena s, = 50 KM potrebno je z4 = 4 - 40 kg = 160 kg .

Provjera
280 + 40 + 80 + 160 = 560,

280 - 160 + 40 - 140 + 80 - 110 + 160 - 50 = 560 - 120
67200 = 67200.

s—s4="70

To; S9 = 140 Z s —s3 =10
s =120

x3; s3 = 110 \ S9—s =20

N/

T4y S4 = 50

Slika 2.1: Sema za dobijanje prosirene proporcije

NAPOMENA 2.2.

Ovaj zadatak nema jedinstveno rjesenje.

Samir Karasuljié¢
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2.4 Zadaci za vjezbu

1.
2.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.
23.

24.
25.

26.

27.

Rijesiti proporciju (a) (x —3):4=10:6; (b) z : (1 + ﬁ) = (3 + %) : 2.

Podijeliti duz od 456 m na tri jednaka dijela ¢ije ¢e duzine biti redom proporcionalne brojevima %, i

wl©
Sl

. Unuk, otac i djed imaju zajedno 120 godina. Koliko svaki od njih ima godina, ako su im godine u razmjeri

1:5:97

. Tri osobe ulozile su u jedan posao ove svote novca: osoba A 1200 KM, osoba B 9000 KM i osoba C

15000 KM . Ako je ukupna zarada od tog posla 210000 KM, koji dio zarade ¢e pripasti osobi C, (zarada
treba da je proporcionalna uloZenoj svoti novca)?

. Brojevi a,b i ¢ su u razmjeri 2 : 3 : 4. Ako je njihova aritmeticka sredina 15, koliko iznosi najmanji od

njih?

. Omjer secera i maslaca u kolacu je 4 : 3. U kolac je stavljeno 0.3 kg maslaca. Koliko ¢emo staviti Secera

u kolac¢?

. Sanduk voca tezak je 90 kg, od ¢ega je neupotrebljivo 4%. Kolika je tezina upotrebljivog voéa?

. Odsutna su 4 studenta, $to iznosi 12.5% od ukupnog broja studenata jedne grupe. Koliko studenata ima

u toj grupi?

. Koliko litara mlije¢ne masti ima u 300 1 mlijeka, ako to mlijeko sadrzi 2.8% mlijecne kiseline?
10.
11.

Cijena cipela je 270 KM. Kolika ée cijena biti nakon snizenja od 15%?

Poslije prelaska na novo radno mjesto jednom radniku plata je poveéana za 20%. Kolika je plata bila ako
je to povecanje 132 KM?

Cijena knjige snizena je 10%, a zatim za 20% i sada kosta 45 KM . Kolika je bila cijena prije prvog snizenja?

Na ispitu radila su se 3 zadatka. Pri tome 12% studenata nije rijesilo ni jedan zadatak, 32% studenata
rijesilo je jedan ili dva zadatka, dok je 14% studenata rijesilo sva tri zadatka. Koliko je ukupno studenata
radilo ispit?

Poslije 3 pojeftinjenja od po 10% cijena robe iznosi 2187 KM . Izra¢unati prvobitnu cijenu robe?

U tri vreée ima 64.2 kg bragna. U prvoj vredi ima 20% manje brasna nego u drugoj, a u treéoj 42.5% od
koli¢ine brasna iz prve vrec¢e. Koliko brasna ima u svakoj vre¢i?

Na skladistu ima kafe po cijeni od 7.5 KM i 5.5 KM po kg. Napraviti 120 kg mjesavine kafe koja ce
kostati po 6.8 KM po kg.

Koliko nge temperature 40°C i vode temperature 25°C treba pomijesati da se dobije 90 1 vode temper-
ature 307 C?

Koliko treba uzeti sumporne kiseline jacine 52% , a koliko jacine 88% da se dobije mjeSavina od 144 1
jacine 72%7

Komad bronze mase 7.5 kg sadrzi 72.% bakra. Kada se ovaj komad stopi sa drugim dobije se 10 kg bronze
koja sadrzi 70% bakra. Koliko je procenata bakra bilo u drugom komadu bakra?

Koliko litara 80% alkohola treba dodati u 1 1 vode da se dobije 20%—tni alkohol?

Imamo 4 vrste neke robe po cijeni od 120, 100, 70 i 50 KM. Kako treba pomijesati tu robu da dobijemo
400 kg robe po cijeni od 80 KM? Koliko mogucéih rjeSenja postoji?

Koliko bakra treba pomijesati sa 21 g ¢istog zlata da se dobije smjesa finoc¢e 0.757

Razblazen je 75% S$pirit sa 12 1 vode i dobijen je 51%— postotni §pirit. Kolika je bila prvobitna koli¢ina
Spirita?

Koliko vode treba izmijesati sa 150 g, 12%nog rastvora kiseline da smjesa bude 4%—postotna?

Zlatar izmijesa dvije vrste zlata ¢ije su finoée 0.75 i 0.81 (f—finoca zlatne smjese 0 < f < 1) i dobije se
50 g zlata finoée 0.774. Po koliko je grama zlata uzeo obje vrste zlatar?

Kada se pomijesa 60 1 ruma od 72% sa 70 1 alkohola od 96%. Koliko treba vode dosuti u ovu smjesu da
se dobije rum od 46%?

Koliko 75%—tne otopine soli treba dodati u 20 1 da se dobije 60%—tna otopina soli?
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Poglavlje 3

Kompleksni brojevi

Prosirenjem pojma broja doglo se do polja realnih brojeva (R, +, -). U polju realnih brojeva sve jednacine oblika

a+x=0>b,
c-x=d,
n
r =p
2n+1
Jj =

3

gdje su a,b,d € R, c € R\ {0}, p € R" U{0},¢ € R, a n € N, mozemo rijesiti. Medutim ponovo je potrebno
izvrsiti prosirenje, jer npr. jednostavna jednacina

x2+1=0,

nije imala rjeSenje u R.
Ponovo je potrebno izvrsiti prosirenje, ovaj put skup realnih brojeva R. Definisimo na skupu

RxR=R>={(a,b):abeR},

operacije sabiranja + i mnozenja - na sljedeéi na¢in

(Va,b,c,d € R) (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d),

(Va,b,c,d € R) (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Uredena trojka (R2, +,-) je polje. Ovo polje naziva se polje kompleksnih brojeva i obiljezava se sa C, dok
njegove elemente nazivamo kompleksni brojevi. Pokazuje se da vrijede svi aksiomi polja.

NAPOMENA 3.1.

Za polje kompleksnih brojeva koristiti se ¢esée oznaka C, umjesto (C, +, -). Ista oznaka C koristiti se i za
sam skup kompleksnih brojeva. Iz samog konteksta vidi se radi li se o skupu ili polju, a ako se ne vidi onda
se naglasi o ¢emu se radi.

Kompleksni broj (0, 0) zvaéemo kompleksna nula, a kompleksni broj (1, 0) kompleksna jedinica i oznacavaéemo

(0,0)=0
i

(1,0) = 1.
Kompleksni broj (0,1) oznac¢i¢emo sa i, tj.

(0,1) =1,

zvatéemo imaginarna jedinica. Sad vrijedi,
z= (l’,y) = (SL’,O) + (Ovy) = ($,0)+ (y,O) '(071) = $(1,0)+y(1,0)(0,1) =xz-1 ty- 1-i= £C+yZ
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI

Oblik
T+ yi

naziva se algebarski oblik kompleksnog broja. Pri tome je

> =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1.

Vrijedi

.1 .
T =1
i = -1
3 .2
=91 = —1
it=-1-(-1)=1
5 4
T =11 =1

te je

4n

g An+1 g 4n+3
i =1,1 = 7 =

An+2 .
i, i ==1 =—i,n €N.

Za kompleksni broj z = x + yi, realni broj z je realni dio kompleksnog broja z i pise se
x = Re(z),
a realan broj y je imaginarni dio kompleksnog broja z, i pise se
y = Im(z).
Za dva kompleksna broja z; i z9 vrijedi
21 = 29 & Re(z1) = Re(22) A Im(z1) = Im(23). (3.1)
Vrijedi ako je Im(z) = 0, tada z € R. Ali ako je Im(z) # 0ARe(z) = 0, tada je kompleksni broj ¢isto imaginaran.

NAPOMENA 3.2.

Polje (C, +, +) nije uredeno kao polje (R, +, +). Pretpostavimo suprotno da se moze definisati relacija poretka
< u (C,+,-). Tada bi za Vz;,2, € C vrijedilo 2; < 25 ili 20 < 2;. Prethodno vrijedi i za 0 i za ¢, dakle
imamo 0 < i ilii < 0. Iz0<i = 0<i = —1. Kontradikcija. Sliéno, iz i < 0 slijedi 0 < —i a sada je
0<i’= —1, Sto ponovo dovodi ko kontradikcije.

Konjugovano—kompleksni broj Za kompleksni broj z = = + yi, broj z = z — yi je konjugovano—kompleksni
broj kompleksnog broja z. Vrijedi

Z =z,
2+z zr+Hyitxr-—yi
5 = 5 =z = Re(z),
2=Z x+yi—(r—-yi) ~ Im(2)
2 % =y =iz

2 Z=(z+yi)- (z—yi)=a2" +y = (Re(2))” + (Im(2))>.
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI

Operacije +, —, -,: sa kompleksnim brojevima u algebarskom obliku Neka su kompleksni brojevi z; i
2o dati u algebarskom obliku, tj. z; = z1 + Y14, z — 2 = T9 + yoi. Sabiranje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje se
svodi na

2+ 2z = 21 + Y1t + (@ + y2i) = (1 + 22) + (31 + y2)i,

21 =29 = 1 + Y18 — (@ + y2t) = (21 — 22) + (Y1 — ¥2)i,

(122 — y1y2) + (T1y2 + Toy1 )i

21+ 29 = (w1 + Y1) - (@2 + yat)

2_2_$2+y2i_$2+y21.$1—y1i_$1$2+y1y2+$1y2—$2y1i 2 20
ST T T S T SR T z7 + yi Dyd T

PRIMJER 3.1.

Dati su kompleksni brojevi z; = 3 + 44, zo = 2 — bi.
Izracunati (a) z; + 29; (b) 21 — 29; (¢) 21 - 795 (d) z—?, te odrediti Re(zz) i Re(i—i); (e) —Z—. Rjesenje:

Z2 z21+Z2
Vrijedi

(a) 21+ 20 =34+4i+2—-5i=5—7;
(b) 21— 2 = 3+ 4i— (2—5i) = 1+ 9i;
(¢) 2125 = (3+4i) - (2= 5i) = 6 — 15i + 8i — 20i> = 6 — 7i — (=20) = 26 — Ts;

zp  2-5i 3-4i (2-5)(3-4i) 6-8i—15+20i° -14-23i 14 23

@ =374 3-5 " 9+16 25 - T 925 T 25 25Y
. z _ 14 z _ 23 .
te je Re(z—?) =T Im(ﬁ) =05
Zy _ 3-4i _3-4 5-9i 15-27i—20i+36i° —21—47i
(© 3%, =374 +2+5 5+9 5-0i - 25 + 81 106
PRIMJER 3.2.

Odrediti z i y iz jednakosti z + 3z — 2z = 2 + 3i.
Rjesenje: Iz z =z + yi i z = © — yt, dobijamo
x4+yi+3r—2(x—yi) =2+ 3i < 2x + 3yi = 2 + 31,

sada iz jednakosti dobijamo 2z =2 <=z =1i3y=3 < y=1.

3.0.1 Geometrijska interpretacija kompleksnog broja

Kompleksan broj z mozemo intrepretirati kao tacku u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu u ravni.
Svakom kompleksnom broju z obostrano—jednozna¢no ¢emo pridruziti tacku u xOy ravni. Ova ravan je
GauBova' ili kompleksna ravan. Na z—osu nanosimo realni dio kompleksnog broja z i zovemo je realna osa, dok
na y—osu nanosimo imaginarni dio kompleksnog broja i zovemo je imaginarna osa.

Posmatrajmo proizvoljan kompleksni broj z = x + yi predstavljen na Slici 3.1 tatkom M(z,y). Funkcija
| -] : R+ R* U {0} definisana sa

! Johann Carl Friedrich GauS (30. april 1777.-23. februar 1855.godine) bio je njemacki matematicar koji je dao doprinos u
mnogim oblastima matematike, kao npr. teorija brojeva, algebra, statistika, analiza, diferencijalna geometrija i dr.
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI

M(z,y)

(0,0) A .

Slika 3.1: Predstavljanje tacke M (x,y) u GauBlovoj ravni

je modul kompleksnog broja |z| (ili p). Kako je z -z = 2> + 47, to je |z|* = z - 7. Geometrijski modul |z|
kompleksnog broja z predstavlja rastojanje tacke M (x,y) od koordinatnog pocetka (0,0).
Posmatrajmo funkciju arg : C \ {0} = (-7, 7] definisanu sa

arctg £, x>0
m+arctgd, 2 <0Ay=0;
argz =4 —mHarctg?, x<0Ay<O (3.2)
o z=0Ay>0
—g, z=0Ay<0,

gdje je z = x + yi € C\ {0}. Broj arg z je glavna vrijednost ili glavni argument kompleksnog broja z.
NAPOMENA 3.3.

Argument kompleksnog broja argz u zadacima oznacava¢emo sa @ i predstavlja vrijednost ugla, Ciji je
jedan krak pozitivna realna osa a drugi krak je poluprava koja polazi iz koordinatnog pocetka i prolazi
kroz tacku M (z,y) (Slika 3.1).

PRIMJER 3.3 (Prakti¢no odredivanje ugla ).

Odrediti vrijednost modula |z| i argumenta arg z, tj. ¢, kompleksnog broja |z|, ako je

(a) z = 43 + 44; (b) z = —4V3 + 4i; (¢) z = =43 —44; (d) 2z = 43 — 4i; () z = 4V3; (f) z = 43;

(9) z = —4v3; (h) z = —4s.

RjeSenje:

Vrijedi (vidi Sliku 3.2)

(a) z=4V3,y =4, paje |z| =/ (4V3)? + 42 = 8, dok je ¢ = arctg £ = 44—\@ =
Slika 3.2 gore desno.

I E

= P =

)

5i-

(b) = = —4v3, y = 4, Slika 3.2 gore lijevo, |z|
je a = arcctg 4%6 = %, pa je na kraju ¢ =

=/(4V3)? + 42 = 8, sa slike je ¢ = ™ — a, iz trougla AAOB
5,

6

(¢) © = —4v/3,y = —4, sa Slike 3.2 dole lijevo je ¢ = 7 + a, dok je o = arctg ﬁg =S, tejep= %”;

(d) x =43,y = —4, sa Slike 3.2 dole desno je p = 27 — o, a = %7 p = HT”;

(6) x=4\/§,y=0, |Z|=4\/§a@=0;

(f) z=0,y=4i, |2z| =4, p=5;
(9) 2= -4V3,y =0, |2| =4V3, p = m;
(h) $=07y=_4i7 |Z|=4a<p=3§'
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U trouglu AOBA vrijedi Y Y U trouglu AOAB vrijedi
_ 4 _ 4 _ T /
tga—m,a—arctgm—g p= (4\/5)2—#42:8
5 ™
@zw—a:ﬂ—z:—ﬂ- tg@zf\‘}g,apzarctgﬁg:—
6 6 6
B(-4VB 4 --————--——-—-1 oo B(4V/3,4)
| |
| |
| |
| P w L |
| |
| . |
a 0"
B y ) g o
A 0(0,0) 0(0,0) A
U trouglu AOAB vrijedi Y Y U trouglu AOBA vrijedi
=4 4= 4 _ T =4 4= 4__ T
tga—4\/§,a—arctg4\/§—6 tga—4\/§,a_arctg4\/§—6
—rta=r+r=1T N S
QY =T =T 6— R Y = am = 2T 6— 6
A _ ® : A
- — x % ot x
| | 00,0 -0(0,0) N
| 2 - P |
| |
| |
| |
| |
B(—4v/3,—4) B(4v/3, —4)

Slika 3.2: Odredivanje ugla

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja Za z = z+yi, p = |z|,0 = arg 2 sa Slike 3.1 iz trougla AOAM
vrijedi

x =pcosh, y=psinb, tgh = %, x# 0.
Ako jex =0, y >0, tada je argz = %, odnosno za x =0, y < 0, je argz = —%. Sada dobijamo trigonometrijski
oblik kompleksnog broja z = = + yi

2z = p(cosf +isinb.)

Mnozenje i dijeljenje kompleksnog broja u trigonometrijskom obliku. Neka su data dva kompleksna
broja u trigonometrijskom obliku z; = p;(cosf; +isinf) i zo = pa(cosby + isinby). Vrijedi

Z1 29 = [p1(60891 + isin@l)] . [pQ(COSGQ + ’iSiDeg)]
= pypafcos By cos By — sin B sin By + i(cos B, sin Oy + cos Oy sin ;) ]
= p1p2[cos(0y + 02) +i(sin(0; + 03))].
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MnozZenje dva kompleksna broja u trigonometrijskom obliku vrsimo po formuli

21+ 29 = p1 - palcos(6y + 02) + isin(6; + 05)]

z1  ppcosfy +isinfy cosbfy —isinby
Zy  pP2cosfy +isinfy, cosbfy —isinby

p1 cos by cosly + sin 0y sin Oy + i(sin O, cos Oy — cos O, sin Oy)

P2 cos? By + sin® Oy
- %[008(91 —0,) +isin(f; — 6,)].

Dijeljenje dva kompleksna broja u trigonometrijskom obliku vr$imo po formuli

21 P1 -
7= g[cos(ﬂl —6y) +isin(f; — 65)]
PRIMJER 3.4.
Dati su kompleksni brojevi z; = 1 + 4, 29 = 8(005%r + 7sin %), z3 = 2(cos 121° + isin 1210), 24
0 S 0 - s Z1°22
cos 14" + ¢sin 14". Izrac¢unati

Rjesenje:

Vidi Sliku 3.3, prvo prevedemo z; u trigonometrijski oblik kompleksnog broja, sa Slike 3.3 je z; =

V2(cos45” + isin45%), pa je sada

212 V2(cos45” + isin45”) - 8(cos 150° + i sin 150°)
23 24 2(cos121° + isin 121°) - (cos 14° + ¢ sin 14°)
8v2(cos 195° + i sin 195°
_ 8v2(cos o TR ) . 42 cos(195° — 135°) + i sin(195° — 135°)]
2(cos 135" + 7sin 135")

= 4v/2(cos 60° + 4 sin 600).

Rezultat mozemo napisati i u algebarskom obliku kompleksnog broja

23 * 24 2

. 1 V3
L%  4V2(cos60° + isin60°) = 4\/§<— + \/7_@) = 2v2 + 2V6i.

y
M(1,1)
/\AH\\
\/
©
4
N
A X
N
Y
o=t (=45
(0,0) x

Slika 3.3: Kompleksni broj z; = 1 + ¢ u Gauflovoj ravni
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Eksponencijalni ili Eulerov oblik kompleksnog broja. Ako uvedemo oznaku cosf + isinf = ew, kom-
pleksni broj z = p(cos 6 + isin f) mozemo pisati u obliku

0i
z = pe

ovaj oblik zovemo eksponencijalni ili Eulerov” oblik kompleksnog broja.

Vrijedi
21t R2 = 0160lz : 92692Z = 01026(01%2)1
i
014
2Pt P (00
z2 p2662i P2 ’
Stepenovanje kompleksnog broja. Neka je z, = p(cos,+isiny), k = 1,2,...,n. Na osnovu matematicke
indukcije” slijedi
21029 2y =p1 P2 pplcos(0y + 0y + ...+ 0,) +isin(f; +0,+...+6,)]
Akojezi =29 =...=z,,ondajep; =py=...=p, 101 =05 =...=80,, dobijamo

2" = p"(cosnb + isinnh)

ili u eksponencijalnom obliku

n n nbi
= e

Moivreov (Moavrov) obrazac (ili formula)

(cosf +isinf)" = cosnb + isinnb.

Korjenovanje kompleksnog broja. Neka je data jednacina
n
z =,
gdje je n € N, a u je kompleksan broj razli¢it od nule. Tada piSemo

z = Yu.

Potrebno je za broj u odrediti kompleksni broj z. Neka je u = r(cos @ + ising), z = p(cos@ + isinf). Tada je
(p(cosB +isinB))" = p"(cosnf + isinnf) = r(cosp + isinp), pa na osnovu jednakosti kompleksnih brojeva
p" =71, n0 =+ 2kr, k € Z, odakle je

© + 2k
n )

p=Vr, 0= ke Z.

Medutim, razli¢ite vrijednosti cijelih brojeva ne daju u su$tini razli¢ite argumente. Ako uzmemo da je k = n
biée %2"” = £ + 27, ista se vrijednost dobije za k = 0. Slicno, dobijamo da je ¢+2(Z+k)ﬂ = ‘pfkm + 27. Dakle,
poslije n uzastopnih cijelih brojeva kompleksni brojevi se ponavljaju, pa imao n razli¢itih vrijednosti %/u, a to
su

,k=0,...,n—-1

+ 2k + 2k
oy = W(cosu +isinu)

ili u eksponencijalnom obliku

p+2km

ze= Yu=Y¥re » ,k=0,....,n—1.

Sva ova rjeSenja leze na kruznici poluprecnika %/r i ¢ine tjemena pravilnog n—to ugla, ¢ije je jedno tjeme

. 4 . , 2
(20) sa argumentom £, a za svako sljedece tjeme argument se povecava za =*.
n’ n

2Leonhard Euler (15. april 1707.-18. septembar 1783. godine) bio je svajcarski matematicar, fizicar, astronom, logi¢ar, inzinjer.
Dao veliki doprinos u mnogim oblastima matematike.

3Princip matematicke indukcije: Jedan iskaz P(n) istinit je za svaki prirodan brod n, 1) Ako je istinit za prirodan broj 1; 2)
Ako implikacija P(n) = P(n + 1) vaZi za svaki prirodan broj n.

Samir Karasuljié¢ 42



POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI

PRIMJER 3.5.

-\ 80
Dat je kompleksni broj z = " +i*® + (_;é) +i'%. Izraéunati ¥/z.

Rjesenje:

80
Izra¢unajmo prvo (_121,) , prevedemo ovaj kompleksni broj u trigonometrijski oblik, sa Slike 5.1a je

(-1-4)% _ [ﬁ(cos %’T + isin5—”)]80

4
240 - 940
ok [COS(%-80)+isin(%-80):| N
= 40 = cos 1007 + ¢sin 1007 = 1,
2
pa je sada

180

5= i81 +i43 + ( 2402) +i19 - i420+1 +i410+3 +1 +i44+3 — 11—

Koristeéi Sliku 5.1b pretvorimo kompleksni broj iz algebarskog u trigonometrijski oblik, i dobijamo

Tw .. Tm
Z=\/§<COST+ZSIHT).
Sada je
T T
£+ 2km =+ 2km
Vz = 3V\/§<cos—4 5 +isin 2—— 3 ),

te rjeSenja wy, wi i we dobijamo uvrstavajuci k = 0,1,2 u prethodnu jednakost, pa vrijedi

k=0
6 I .. s
wg = ﬁ(cosﬁ +zsmﬁ),
k=1
6 157 . 1b7w
wy = ﬁ(COSﬁ +ZSIHW),
k=2
6 23m .. 23w
Wy = \/5(0081—2 +ZSII’11—2).
RjeSenja su predstavljena na Slici 5.1c.
Y y
x K X wWo
T
w2
wq
M(-1,-1) M1 —1)
(a) Kompleksni broj z = =1 -1 (b) Kompleksni broj z =1—14 (c) Rjesenje jednacine 3z

Slika 3.4: Gauflova ravan u kojoj su predstavljeni kompleksni brojevi —1 — ¢, 1 — 4, wg, wy 1 we
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Zadaci za vjezbu

1. Dati su kompleksni brojevi z; = 2 — 3i, 2o = 1 + 2¢. Izracunati
z z z z
(a) 21+ 2, (b) 21 = 2, (¢) 2120, (d) 2, (@) |l () |2, (2) Re(2), () Tm(2).

Z2 Z2
2. Izracunati

143i (—4+i)(—4—i
(@) i + (=) + 0 + %2 4 (1) 3i ( i) ( i)

(=1 +1)? L+

2z — 227
,(C)Zaz=1—3i,M

2z+1i

3. Izracunati
(a) z 1y iz jednacine 3z + xi — 2y = 12 —yi — 4, (b) 2z iz uslova (2 + i)z + 22 — 3 = 4 — 6i.

4. Odrediti kompleksan broj z iz uslova |z —4| = |2 = 2| A |z = 3| = |z — 2i].
5. Dati su kompleksni brojevi z; = 2 — 2v/3i, 29 = —6v3 — 6i, 23 — 5 + 5i.

(a) Pretvoriti date kompleksne brojeve iz algebarskog u trigonometrijski oblik;

. . Rl %2
(b) Izrac¢unati ;
Z3

40 60
Z3 * 29

0

(¢) Izracunati

1+44+i°

6. Kompleksni broj z = 3

napisati u trigonometrijskom obliku;

7. Izracunati ‘
(a) V=3 —3i, (b) V3 -3V3i, (c) z ako je 2° = 2 — 2V/3i.

z-1

E) =z + 1+ 24, a zatim izracunati /z.

8. Izracunati kompleksan broj z iz uslova Re (zzi) + 10z Im(

9. Rijesiti jednacinu z° + 2 + 2i = 0.
10. Zadaci za vjezbu :

(a) Rijesiti jednacinu z° — V3 +i = 0.

) Dat je kompleksan broj z = 4v/3 — 124, izracunati ¥/z.
) Dat je kompleksan broj z = 6 — 2v/3i, izracunati {/z.
) Rijesiti jednacinu z° — V3 +i = 0.
e) Ako je z = 5 — 5v/3i, odrediti 221 ¥z

)

)

)

f) Rijesiti jedna¢inu u skupu racionalnih brojeva 42+ 73 =17
(2) U skupu kompleksnih brojeva rijesiti jednacinu 21— 3v3 = =3i.
(h) U skupu kompleksnih brojeva rijesiti jedna¢inu A +2i=v3-4.

1414

i) Rijesiti jednac¢inu z = .
(i) 75

L1+

(j) Rijesiti jednacinu z

5

(k) U skupu kompleksnih brojeva rijesiti jedna¢inu V222 +2i = 3i + 1.

(1) Izra¢unati kompleksan broj z iz uslova i Re (if) + Im (%) +2z=1+3i,

-3-2V2
2

¥
—_
ww
Bl
—
=
=
—
n
N
R
S~—
1l

(m) Izracunati kompleksan broj z iz uslova Re (2) = === , gdje je 21 =2 —3i, a
21

. .12
zatim izracunati z ~.

z—12 _ 5 .
z-8i| 3'
Izracunati z i ¥z ako je |z — 2| + ZRe(2z) + 2° — 4z = 44.

) Izra¢unati kompleksan broj z iz uslova
)

(p) Izracunati z°° ako je 2% — i Re (z + %) =1-iv/3-1i.
)
)

Izracunati vz ako je 2 (z(? —i)+ @) = —3(1+2V3 + 20).

Pokazati da Re (i - %) = 0 predstavlja jednacinu kruznice.

4Malo tezi zadaci
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Poglavlje 4

Matrice 1 determinante

4.1 Osnovni pojmovi o matricama
Prelazak promjenljivih xq, xs, ..., x, na nove promjenljive y1,¥ys, ..., y, pomocu formula

Y1 = a1y + A12T9 + ...+ A1nTy,

Yo = Q21X + Ao2ZTo + ... + A2, Ty,

(4.1)
Yn = Qp1T1 + QpoZo + ...+ QppTp, a;; €C i, 5=1,...,n
zove se linearna transformacija promjenljivih z,...,z, u yi,...,y,. Koeficijente promjenljivih z1,...,x,
mozemo izdvojiti i staviti ih u sljedeé¢u shemu
aiq a9 e A1y
a9g1 99 . Aoy, (4 2)
Up1  QAp2 ... Qpp

Ovu shemu (4.2) zovemo matrica (ili matrica linearne transformacije).

o Koeficijenti a;;, 4,5 = 1,...,n, su elementni matrice.

e Elementi a;1,...,a;,, 1 = 1,...,n, ¢ine i—tu vrstu matrice.

e Elementi ay;,...,a,;5, j =1,...,n, ¢ine j—tu vrstu matrice.

e Elementi aq1,...,a,,, ¢ine glavnu dijagonalu matrice.

e Elementi aqy, a2 -1, .., 0,1, ¢Cine sporednu dijagonalu matrice.
e Matricu krace zapisujemo A = (a;;).

Matrica kod koje je jednak broj vrsta i kolona, kao kod matrice A iz (4.2), zovemo kvadratna matrica. U
slucaju da broj kolona i vrsta nije jednak dobijamo pravougaonu matricu

aiq a19 e A1y
a a e a

21 ?2 2n (43)
Am1  Am2 oo Qun

Za matricu koja ima m vrsta i n kolona, kazemo da je tipa, ili formata, ili dimenzije m X n ili jednostavno
matrica m X n, 1 piSemo

Aan'
Matrica formata 1 X n je takode matrica formata m X n, tj. m =1,
(ayas ... ap),
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.1. OSNOVNI POJMOVI O MATRICAMA

ovo je matrica vrsta. Na isti na¢in rezonujemo za format n X 1, sada jen =1

by

by

bn,
ovo je matrica kolona. U slu¢aju matrice kolone i matrice vrste, obi¢no se ne pise drugi indeks elementa. Matrice
kolone i matrice vrste nazivaju se i vektori. U slu¢aju m = n = 1 dobijamo matricu sa samo jednim elementom
(ay). Skup svih vektora tipa n X 1 sa realnim odnosno kompleksnim elementima obiljezava se sa R" odnosno sa

C", respektivno.

PRIMJER 4.1.

Date su matrice

-1 2 0 4 -1
A=(§_1§?),B= 12 1 |,c=|2 1
0 0 —4 3 5

Matrice A i C su pravougaone, formata 2 X 4, 3 X 2, respektivo, dok je matrica B kvadratna matrica,
formata 3 X 3. Prethodno mozemo zapisati: Asys, B3xz, C3xa.

Jednakost matrica

DEFINICLJA 4.1.

Dvije matrice jednake su ako su istog formata i ako su im odgovarajuéi elementi jednaki.
Drugim rije¢ima, matrica A = (a;;) i B = (b;;) formata m X n su jednake ako je ispunjeno m x n uslova

a;; =by,i=1,...,m, j=1,...,n.

PRIMJER 4.2.

Date su matrice

12 0 4 -1
a<(3 13 1)B=| 12 1le=|2 1]p=(5 7]
0 0 -4 3 5

Samo su matrice A i D jednake, tj. A = D.

4.1.1 Operacije sa matricama

Sabiranje matrica

DEFINICIJA 4.2.

Zbir matrica A = (a;;) i B = (b;;), formata m X n, u oznaci A + B je matrica C' = (¢;;), formata m X n,
gdjejecij =a;; +b;,i=1,....m, j=1,...,n

Drugim rije¢ima, matrice sabiramo ako su istog formata i to radimo tako sto im sabiramo elemente na istim

pozicijama. Analogno se vrsi i oduzimanje, tj. C' = A— B vr§imo tako §to od elementa a;; matrice A oduzimamo
odgovarajuti element matrice B, ¢;; = a;; — b;;.
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.1. OSNOVNI POJMOVI O MATRICAMA

Mnozenje matrice brojem
DEFINICIJA 4.3.

Proizvod matrice

ajq ai9 °00 QA1p
agy 99 RN Aoy,
Am1  Am2 Amn
i broja « definiSe se sa
ajq a9 000 A1p aaqq a9 000 A1y
a- 91 929 ce Aoy, _ a9 a9 ce Aoy,
Am1 Am2 .. Qmp A1 Ao ... OQuyp

Pomnoziti matricu A sa brojem «, znaci svaki element matrice a;; pomnoziti sa brojem a.

PRIMJER 4.3.

Date su matrice

Izracunati

(a) A+ B;

(b) C — A;

(¢) 2A-3B +4C.

Rjesenje:

Vrijedi

(a) A+B = 2120+3—1—50 ([ 2+3 1-1 2-5 0+0)\ _ (5 0 =3 0
“\3 1 21 0 -1 2 1/ {3-01-1 2+2 141 )" \3 0 4 2 )

1l
—
w N
— =
N DN
— O
N~——
|
w
—
o W
(I
— =
MI
. . U‘(
— O
~ —
+
S
—
|
W N
— O
N DN
— O
—_ 0 S~ —

2 3

2 0

0\ -3 -15 0

2 -3 6 3
4-9-8 2+34+0 4+15+8 0+0+0
6-0+12 2+3+4 4-6+8 2-3+4

-13 5 27 0
18 9 6 3
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.1. OSNOVNI POJMOVI O MATRICAMA

TEOREMA 4.1.

MnoZenje matrice brojem ima osobine
1. a(A+ B) = aA + aB;

2. (a+ B)A =aA+ BA;

3. (aB)A = a(BA);

4. 1-A=A;.

gdje su o, 5 € C i A, B su matrice istog formata.

Mnozenje matrica
DEFINICIJA 4.4.

Proizvod matrica A = (a;;)mxn 1 B = (bjk)nxp, W 0znaci A - B ili AB, je matrica

C = (cik)mxp = (Z aijbjlc) :
mxp

i=i

Dakle, element ¢;;, matrice C' dobijamo na taj na¢in Sto se elementi i—te vrste matrice A
(@i aig - i)
pomnoze sa odgovaraju¢im elementima k—kolone matrice B
bik

bar

bnk

i dobijeni proizvodi se saberu. Mnozenje matrice u opstem slucaju nije komutativna operacija, sama za neke
matrice vrijedi ova osobina.

DEFINICIJA 4.5.

Ako je AB = BA, matrice A i B zovu se komutativne matrice.

TEOREMA 4.2.

MnoZenje matrica ima osobine
1. (AB)C = A(BC) (asocijativnost);
2. (A+ B)C = AC + BC (distributivnost);
3. A(B+C) = AB+ AC (distributivnost).

PRIMJER 4.4.

Date su matrice

2 1 -2
A=(g ; _(2)),3= 0 4|,Cc=| 0|,D=(11 -2)
-1 0 1

Izracunati (a) AB; (b) BA; (¢) AC; (d) DB.

RjeSenje:
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.1. OSNOVNI POJMOVI O MATRICAMA

Vrijedi
2 1
w)AB=<3 1 —2) a0 =(3.2+L0—24—n 3-1+L4—2-0> =(8 7)
02 0/, 10 ) 0-2+2-040-(=1) 0-1+2-4+0-0 ), ., \ 0 8/,
oX
2 1 6 4 —4
(b)) BA=| 0 4 (g % _3)= 0 8 0
-1 0 -3 -1 2
-2
31 -2 -8
“)AC‘(O 2 0) ? ‘( 0)
2 1
(dDB=(1 1 -2)| 0 4 |=(4,5)
-1 0

4.1.2 Trougaona, dijagonalna, skalarna, jedini¢na i transponovana matrica
DEFINICLIA 4.6 (Trougaone matrice).

Kvadratne matrice oblika

aiq 0 0 ces 0 0 ay; Qi a3 ... a1 n-1 A1p
agy a2 0 ce 0 0 0 g A3 ... a2 n-1 (057%
i
Gp-11 Qp-12 0ap-13 ... (Ap-1n-1 0 0 0 0 cov Op-1n-1 Op-1n
Ap1 Q2 p3 ... Upp-1 Oy 0 0 0o ... 0 A,

zovu se donja i gornja trougaona matrica, respektivno.

PRIMJER 4.5.

300 3 -2 1
A=|2 2 0 |,B=|0 2 -4 |,
1 6 2 0 0 2

matrica A je donja trougaona, a matrica B je gornja trougaona.

DErFINICIIA 4.7 (Dijagonalna matrica).

Kvadratna matrica, ¢iji su svi elementi van glavne dijagonale nule zove se dijagonalna matrica, tj.

o
(en]
S

ay 0

o O
o O
o O
S
7
or
3
|
—_
S
S O
3
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.1. OSNOVNI POJMOVI O MATRICAMA

PRIMJER 4.6.

Matrica
4 0 0 O
0 -2 0 O
0 0 3 0
0 0 0 5

je dijagonalna matrica.

DEFINICIJA 4.8 (Skalarna matrica).

Dijagonalna matrica ¢iji su svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki zove se skalarna matrica.
DEFINICIJA 4.9 (Jedini¢na matrica).

Dijagonalna matrica ¢iji su svi elementi na glavnoj dijagonali jedinice, zove se jedini¢na matrica i obiljezava

sesa I (ili E).

PRIMJER 4.7.

Matrica
4 0 0 0
0 4 00
AS 0 0 4 0
0 0 0 4
je skalarna matrica, dok je matrica
1 0 0 0
7= 01 00
0 010
0 0 0 1
jedini¢na matrica.
DEFINICIJA 4.10 (Transponovana matrica).
Transponovana matrica, matrice
ay a9 coo A1n
A= a1 0,.22 coo Aon
Am1  Am2 .- Qmp
je matrica
aiq a1 F . |
AT _ a2 CL'22 oo Qyp2
A1p  A2n .- Qmp

(i-ta vrsta u A postaje i-ta kolona u A”).

TEOREMA 4.3.

Operacija transponovanja ima osobine

1. (A7) = 4
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.1. OSNOVNI POJMOVI O MATRICAMA

2. (A+B)" = AT + BT,
3. (aA)' = aA”;
4. (AB)" = BT A",

5. (A1 Ay---A,)T = AL A5 AT

PRIMJER 4.8.

Date su matrice

Odrediti A” i B,

Rjesenje:
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.1. OSNOVNI POJMOVI O MATRICAMA

Zadaci za vjezbu

1. Date su matrice

3 -2 3 -2 2 1 1
A=(5 —4>’B=(5 —4)’C=(3 0 1)’D=(2

5 8 —4 3 1 5
E=|6 9 -5 |iF=|4 -1 3 |.
4 7 3 6 9 5

Izracunati
(a) A+ B; (b)2A+3B; (¢)3A—-B; (d) A-B; (e) B-A; (f)C-D; (gg D-C; (h) E-F; (i) F-E.

—_

2. Date su matrice

4 7
1 4 7
-1 2 5 -9 -2 10
A=| =2 6 4 0 p=| 20 W0 | o ("L 25 =963, 1 5 4
’ 3 5 9 | -3 =26 4 0 )
1 1 0 4 0 0 -1 0 -1
3 3

Izra¢unati
(a) A-B; (b) B-A4; (¢)C-D; (d) D-C.

. 2 -1 4 0. 5 -3
3. DautesumautrlceA—(_3 7 ),B—(_2 1)10_(1 1 )

Izracunati
(a) 24; (b) A+ B; (¢c) B—C; (d) A’> —3AB" +4C - 2I; (e) B?C" —2A + B.

1 2 2 4 1 1
4. Izracunati AB—-2A+BakojeA=| 2 1 2 |iB=| -4 2 0 |.
1 2 3 1 21

== N

5. Izracunati A> — 3B ako je A = (

N = =
=N O
~_
—
1]
—
|
w W w
|
[ B O
| |
=R N
~_
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.2. DETERMINANTE

4.2 Determinante
Posmatrajmo sistem od dvije linearne algebarske jednacine

a117 + a2y = by

a1 + a2y = b2.
RjeSenja mozemo napisati u obliku

= a2by — aj2by
11022 — A21012
_ a11by — az1by

Y= G11a2 — agrars’

za a11092 — ag1012 + 0. Koeficijente koji se nalaze u nazivniku mozemo izdvojiti u kvadratnu matricu drugog
reda
air  ai2
)
az1 Q22
ovoj matrici mozemo pridurziti broj aqiass — asqa12 ili zapisan u obliku kvadratne sheme

aip a2
Q21  A22

Na slican nacin kvadratnoj matrici A = (a;;) reda n mozemo pridruziti broj ili odgovarajuéi izraz, kao sto
je uradeno u sljedecoj definiciji.

DEFINICIJA 4.11.

Neka je data kvadratna matrica A = (a;;) reda n, ¢iji su elementi a;;, i, = 1,2,...,n realni ili kompleksni
brojevi. Pod determinantnom matrice A podrazumijeva se zbir svih proizvoda oblika

k
(=1) a1k, Goky A, »

gdje je k broj svih inverzija u permutaciji koju obrazuju indeksi ki, ko, ..., k, od brojeva 1, 2 ..., n, dok
je broj sabiraka jednak broju svih permutacija koje obrazuju indeksi, tj. broj sabiraka iznosi n!.

Determinanta matrice A (determinanta n—tog reda) obiljezava se kratko sa det A ili sa

ay aio e A1p
a1 a99 e Aoy,
Ap1  Ap2 .. Gpp

NAPOMENA 4.1.
U literaturi su dostupne i definicije koje su prakti¢nije sa stanovista samog ra¢unanja vrijednosti determi-

nante. Jedna takva definicija bi¢e u nastavku ove sekcije navedena.

4.2.1 Osobine determinanti

Neka su date kvadratne matrice A = (a;;) i B = (b;;) proizvoljnog reda. Za determinante det A i det B vrijede
sljedece osobine

1. det A= detAT;

‘il,) i‘=1~4—2~3=—2; ‘; i’=1-4—3-2=—2VidimodajedetA=detAT.

2. Ako su u determinanti det A elementi jedne vrste (ili kolone) jednaki sa elementima druge vrste (ili kolone),
tada je det A = 0;
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.2. DETERMINANTE

3. Determinanta det A pomnozi se sa brojem A tako Sto se svaki element samo jedne vrste ili kolone te
determinante pomnozi sa tim brojem;

2|l s 52
3 4| 3 4
4. Ako su elementi jedne vrste (ili kolone) u determinanti det A proporcionalni elementima druge vrste (ili
kolone), tada je det A = 0;

1 2
‘3 p ‘_1.6—2-3_0,

5. Ako svaki element k-te vrste determinante det A zbir dva broja (tj. ay; = agclj) +a§fj)), onda je determinanta

det A jednaka zbiru dvije determinante, istog reda pri ¢emu su elementi k-te vrste u jednoj determinanti
prvi sabirci (agj)), a elementi k-te vrste druge determinante drugi sabirci (agfj)). Ostali elementi u obje

determinante jednaki su odgovarajué¢im elementima determinante det A (ista osobina vrijedi i za kolone);

24+3 2
detA—‘l_'_2 4|—14
m_|2 2]|_
det A —‘1 4|—6
@ _ |3 2]|_
det A —’2 4|—8.

Vidimo da je det A = det AW 4 det AP,

6. Determinanta ne mijenja vrijednost ako se elementima jedne vrste (ili kolone) dodaju odgovarajuéi ele-
menti druge vrste (ili kolone) pomnozeni istim brojem;

5 2
‘3 4“14
5+3-2 2 11 2
‘3+3~4 4"‘ 15 4"44_30‘14'

7. Ako u determinanti det A dvije vrste (ili kolone) medusobno promijene mjesta determinanta det A mijenja
znak;

LW W L
NI V)

8. det(AB) = det Adet B;

B=(g —05)
(7 )
det A = _11 i‘=6
det B = g _05‘=—15
det AB = g :;8‘=—90.

Vidimo da je det(AB) = det A det B.
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.2. DETERMINANTE

4.2.2 Racunanje determinanti

Za ra¢unanje determinanti drugog i treeg reda koristimo sljedeé¢e formule

a7

21

a11 a2

a21 Ag2

a3z1 as2
PRIMJER 4.9.

a2
22

a3
23
ass

Date su determinata

7 -4
1. 3 4
3 2 -1
2.1 2 4
0 6 -2

= (11022 — 012021

= (11022033 + (12023031 + U21032013 — (31022013 + (11023032 + A21012033)

=7-4—(-4-3) =28 +12 = 40;

=3-2-(-2)+2-4-0+1-6-(-1)—(0-2-(-1)+3-6-4+1-2-(-2)) = —86.

Razvijanje determinante po elementima neke vrste ili kolone Posmatrajmo ponovo kvadratnu matricu
A = (a;;) reda n. Njena determinanta je

aip Qi ... Qip

a1 99 R ao
det A = : "

Ap1 Ap2 e Apn

DEFINICLJA 4.12 (Minor).

Determinanta koja se dobije iz det A odbacivanjem i-te vrste i j-te kolone, naziva se minor elementa a,;
i obiljezava se sa M;;.

DEFINICIIA 4.13 (Algebarski kofaktor).

Broj (—I)Hj M,; naziva se algebarski komplement (ili kofaktor) elementa a;; i oznacava se sa A,;.

Sljedeca teorema daje pravilo razlaganja determinante po elementima proizvoljne vrste ili kolone

TEOREMA 4.4.

Ako je det A reda n, onda je

e det A = ailAﬂ + aiQAig P 000 I amAm,

o det A = alelj + angzj +...+ anjAnja

za Vi€ {1,2,...,n}.

PRIMJER 4.10.

Determinatu

3 2 -1
detA=|1 2 41,
0 6 -2

razviti po elementima druge vrste i prve kolone.
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.2. DETERMINANTE

Rjesenje:

Razvoj po elementima druge vrste

3 2 -1

12 af=1-02 2 T leoo 2?3 T a3 2
6 -2 0 -2 0 6

0 6 -2

= —1(=4 + 6) + 2(—6) — 4(18) = —86.
Razvoj po elementima prva kolone

3 2 -1

12 4|=3-(-" 2 e -0* 2 TMso| 2 T

0 6 o 6 -2 6 —2 2 4

=3(-4-24) — (-4 +6) = —86.

U posljednjem primjeru vidimo da je korisno ako je neki element u vrsti ili koloni, po kojoj vrs§imo razvoj,
jednak nuli. Ovo ¢e biti iskoristeno u sljede¢em primjeru

PRIMJER 4.11.

Izracunati vrijednost determinante

2 1 2 1

2 -3 1 -3

det A = 4 9 9 9
-2 4 -1 5

Rjesenje:

Da bi pojednostavili razvijanje determinante, od prve kolone oduzmimo treé¢u kolonu prethodno pomnozenu
sa 2, te od Cetvrte kolone oduzmino drugu kolonu, vrijedi

2 1 2 1 | T kol-2XIII kol -2 1 2 1 | IV kol-II kol -2 1 2 0
2 -3 1 -3 0 -3 1 -3 0 -3 1 0
4 2 2 2 = 0 2 2 2 = 0 2 2 0
—2 4 -1 5 0 4 -1 5 0 4 -1 1
Razvijmo sada determinatnu po elementima prve kolone
FEIEE -3 10
==20-D)"" 2 2 0
0 2 20 4 -1 1
0 4 -1 1
Razvijmo posljednju determinantu po elementima tre¢e kolone
-3 1 0 3 1
—2| 2 2 0|=-2-1(-D)*"" 5 o ‘=—2(—6—2)=16.
4 -1 1

PRIMJER 4.12.

Dokazati ) )
ar a +x° 1
2 2
ay a +y 1 |=alz-—y)(z-2)(z-1y).
2 2
az a +z 1
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4.2. DETERMINANTE

Rjesenje:
2, 2
ar a”+x

2 2
ay a +y
2 2
az a +z

PRIMJER 4.13.

Dokazati
RjeSenje:
a b @
a -b -c
a b —c
a b @

1
1
1

2 2
axr a +x

a(y-=z) (y—z)(y+z) 0
a(z—z) (z—z)(z+2x) O

2 2
r a +x2° 1

1 | izvucemo a iz Ik
izvucemo zajednicki faktor y — x
izvucemo zajednicki faktor z — x

= a(y - z)(z — ) 1 y+ax 0 | razvijemo determinantu po elementima IITk
1 z+x 0
1+3 y+x
=a(y-2)(z-2)-1- (1) 1 z+2 |=aly-2)z-z)z+z- (y+)]
=a(y—2)(z—2)(z—y) =a[-(z -y ][-(z - 2)](z - y)
= a(z —y)(z - 2)(z — y).
a b c d
a —-b —-c -d
a b —-c -—d|=—8abcd.
a b c —d
d | izvuc¢emo a iz Tk 1 1 1 1
—d | izvucemo b iz 1Tk 1 -1 -1 -1 ]| IIv+Iv
—d | izvutemo c iz Ik =abed 1 1 -1 -1
—d | izvucemo d iz IVk 1 1 1 -1
1 1 1 1
2 0 0 0 | razvijemo determinantu po elementima IIv
=abed 1 1 -1 -1
1 1 1 -1
1 1 1
- abed -2 - (_1)2+1 1 -1 -1| IIv+lv
1 1 -1
1 1 1
= —9abe 2 0 0 | razvijemo determinantu po elementima IIv
1 1 -1
i1 1 1
= —2abed-2-(-1)"7 1 -1

4abcd(—1 — 1) = —8abcd.
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.2. DETERMINANTE

Zadaci za vjezbu

1. Izracunati vrijednost determinati

2
- 2+2 3-i x_“Li 2_”52
O B @ | 1 e
39 —34+4i —1—i 2w+l
1-22 1-22
sinx +siny cosx + cosy 1 log, b
(d) ; (e) ;
cosy —cosz sinz —siny logy a 1
5 6 3 1 2 0 a a a 1 i 141
10 1 2|;(@|-3 2 9]|;M0]|-a a z|;@{ -3 1 0 :
7 4 5 -1 2 1 -a —-a T 1-4 0 1
3 1 2 3 1 1 3 4 3 1 2 3
~ 14 -1 2 4 2 0 0 8 4 -1 2 4
() 1 -1 1 1} (k) 3 0 0 21} M) 1 -1 1 11
4 -1 1 5 4 4 7 5 4 -1 1 5
7 2 1 3 4 z 0 -1 1 0
1 0 2 0 3 1 =z -1 1 0
(m){3 0 4 0 7{; |1 0 z-1 0 1
6 3 2 4 5 0 1 -1 z 1
5 1 2 2 3 0 1 -1 0 =«
2. Pokazati da je
b+ 2 ab ca 1 a d+d°
(a) ab ¢ +d’ bc =4a’b°; b)) |1 @ o*+a |=0;
ca be a® + b 1 & a+d®
1 1 1 1 a be
|1 a 1|=0-a)1=-0); (|1 b ca|=((b-c)b-a)la-c);
1 1 b 1 ¢ ab
1 a ar a’+a2° 1
@1 b b |=(-a)c—a)c=b); (f) | ay o +y° 1 |=alz—y)(z-2)(z-y);
1 ¢ & az  a>+24 1
1 bec b+c a—b 2a 2a )
(@ |1 ac a+c|=(a=b)b=c)c—a);(h)| 26 b-a 2b |=(a+b)*
1 ab a+bd a—-b 2a a-b»
a+b -—a -b —mx _yy z 1
i)| =b b+c =—-c |=0; (j) r oy -2 1| —8xyz;
—a —C c+a
T Y z -1
a b c d a a a a
a -b —-c -=d a b b b
(k) 0 b —e —dl7 —8abcd; (1) A —a(a —b)(c—b)(d - c).
a b c —=d a b ¢ d
3. Izracunati
-4 -3 -2 a b a 1
e, b a b 1 )
_1 — . — — .
@fal 1 a fm)|, Oy | (= 2Aarb)b-a))
a a a b -b a 1
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.2. DETERMINANTE

1 1 1 4 4 1 =z 9 9
7r T 7r ™
1 = 2% |, ako je 2 = cos = + i 8in —=-; | 1 1 2% |, ako je 2 = cos = + i sin =-;
: 3 3 ) 3 3
1 =z z zZ oz 1
sin2x —cos2x 1 14+cosz 1+sinx 1
(e) | sine —cosz cosz |; (=0)(f)| 1—-sine 1+4+cosz 1| (=1).
cosx sinx sin x 1 1 1
4. Rijesiti jednacine
v 23 vz 1 log, x log.z —n
(@[3 1 2]=0 () |1 & 1|=0 ()|, e et "0, (0<c#1);
1 3 4 11 = Be Be
! ! 2 3 3 +2 1
1 2-2° 2 TTo rTe we
(d) v s =0; (e)| z+2 z-4 z | =0;
2 3 1 5
9 z—1 z+4 -5
2 3 1 9-2
sin(z+Z) sinz cosz ! 1 2 3
. g ;t; , V2-2 1 2-2> 2 3 o
(f) | sin r+7) cosx sinz | =7 () 9 3 1 5 = 0.
1 a 1-a 9 3 11— 42
5. Rijesiti nejednacine
z -1 0 1 0 =z z 3 x
(a)l 5 -1 -6{=z0;,(b)|0 1 1 ]|<|2 1 3
-1 0 x 1 =z 0 1 = 1
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.3. INVERZNA MATRICA

4.3 Inverzna matrica

DEFINICLJA 4.14 (Adjungovana matrica).

Neka je A = (a;;) kvadratna matrica reda n, i A;; je algebarski kofaktor elementa a;;. Tada se matrica

All A21 e .Anl
Ay, Agn .. A,

naziva adjungovana matrica matrice A. Determinanta matrice adj A zove se adjungovana determinanta
determinante matrice A.

Vrijedi sljedeéa teorema u kojoj su date neke osobine adj A i det(adj A)
TEOREMA 4.5.

Neka je A kvadratna matrica reda n, tada vrijedi
1 A-adjA=(adjA) - A= (det A)-I;

2 det A - det(adj A) = (det A)";

3 det(adj A) = (det A)"".

PRIMJER 4.14.

Za date matrice odrediti adjungovane matrice

@a=(3 75 )

1 2 -5
(b) A= 0 2 1

11 3
RjeSenje:

Racunanje adjungovane matrice podijelicemo u dva koraka.
I korak: Izracunamo algebarske kofaktore A;; i formiramo matricu kofaktora cof A;

IT korak: Zatim transponujemo matricu kofaktora cof A i dobijemo adjungovanu matricu adj A matrice
. . T
A, tj. adj A = (cof A)".
(@) Izracunamo prvo kofaktore

1+1

Ap = (-1)
Agy = (1)

‘6=67 A12=(—1)1+2'4=—4

2+2

- (=5) = 5, Ap=(-1)77"-3=3

2+1

formiramo matricu kofaktora cof A i transponujemo je

6 -4
cofA—(5 3)

T
ade=(cofA)T=(§ _g) =(_2 ?,)

Samir Karasuljié¢ 60



POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.3. INVERZNA MATRICA

(b) Ponovo izracunajmo prvo kofaktore

1+1] 2 1 1+2| 0 1 1+3]| 0 2
All = (_1) ’ 1 3 ‘ = 57 A12 = (_1) ’ 1 3 I = 17 A13 = (_1) ’ 1 1 = _27
2¢1| 2 =5 2¢2| 1 =5 2+3| 1 2
Ay = (=177 ] 3‘=—11, App = (1) 3‘=8, A =(-1)"" ] [ |=1
341 2 =95 3+2| 1 =5 3+3| 1 2
A31 = (_1) ’ 2 1 ‘ = 127 A32 = (_1) ’ 0 1 ‘ - _17 A33 = (_1) ’ 0 2 =2.
Matrica kofaktora je
5 1 -2
cof A=| —11 8 1,
12 -1 2
i na kraju adjungovana matrica
5 —11 12
adjA=(cof A)"=| 1 8 -1
-2 1 2

DEFINICIJA 4.15 (Inverzna matrica).
Ako je A kvadratna matrica reda n i ako postoji matrica X takva da je XA = AX = I, kazemo da je X
inverzna matrica matrice A. Inverznu matricu matrice A, ozna¢avamo sa AL
DEFINICIJA 4.16 (Regularna i singularna matrica).

Kvadratna matrica A je regularna (nesingularna) matrica ako ima inverznu matricu. Ako kvadratna
matrica A nema inverznu matricu, kazemo da je A singularna (neregularna) matrica.
TEOREMA 4.6.

Kvadratna matrica A = (a;;) je regularna ako i samo ako je det A # 0. Ako je det A # 0, inverzna matrica

matrice A je
-1 1

= m adj A.

TEOREMA 4.7.

. ) . . ) . . =
Svaka regularna matrica A ima jednu i samo jednu inverznu matricu A .

TEOREMA 4.8 (Osobine inverznih matrica).

Ako su A i B regularne matrice istog reda, tada je
(1) (AB) ' =B7'AT;

(2) (A7) = 4

(3) (A1) = (4")-1;

(4) det A" = (det A)™".

PRIMJER 4.15.

Date su matrice
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-1 0 -2

(¢) C= 0o 2 1 |;
1 -1 2
=2 0 -2
D= 3 2 1
1 -1 2

Ispitati jesu li date matrice regularne, ako jesu izrac¢unati njihove inverzne matrice.
RjeSenje:
Postupak rac¢unanja inverzne matrice matrice X, je sljedeéi

I Izracunamo det X; ako je det X # 0 nastavljamo dalje i racunamo

II Matricu cof X, zatim adj X = (cof X)”; i na kraju

III Inverznu matricu po formuli X*t= detx adj X.
s 2 =3 . . . . .
(a) Posto je det A = 4 6= 12 — 12 = 0, matrica A je singularna, tj. nema inverzne matrice.
. 2 -3 . g y .. .
(b) Kako je det B = 0 11= 2, matrica je regularna pa mozemo ra¢unati inverznu matricu. Prvo

izracunajmo kofaktore i matricu kofaktora

1+1

By = (_1)
By = (1)

1=1, By =(-1)""?.0=0
-(=3) =3, Byy = (-1)"2.

2+1

formiramo matricu kofaktora cof B i transponujemo je

1 0
cofB—(3 2)

T
aij=(cofB)T=(; g) =<(1) g)

Pa je inverzna matrica

a1 11 3y (1
5= bam=2( 3 3= ( 3

— N |
~—

det B 210 2
(¢) Kako je det C' = —1, matrica je regularna. Izracunajmo prvo kofaktore
1+1 2 1 1+2| 0 1 43| 0 2
C’11 = (_1) ’ -1 2 ’ = 57 C112 = (_1) ’ 1 2 ‘ = 17 C113 = (_1) ’ 1 -1 ‘ = _27
2+1 0 -2 2+2| =1 =2 2+3| -1 0
021 = (_1) ’ -1 9 ‘ = 2) C22 = (_1) ’ 1 9 ‘ = 07 023 = (_1) ’ 1 -1 ‘ - _17
341 0 -2 3¢2| —1 -2 3+3| =1 0
C’31 = (_1) ’ 9 1 ‘ =4 032 = (_1) ’ 0 1 ‘ = 17 C33 = (_1) ’ 0 2 ‘ = -2
Matrica kofaktora je
5 1 =2
cof C=| 2 0 -1 |,
4 1 =2
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adjungovana matrica

5 2
adjC = (cofC)' =| 1 0 1
— -1 =
i na kraju inverzna matrica je
5 2 4 -5 -2 —4
1o L go=2 1 0 1]=|-1 0 -1
= ——— au = — = = —_
el il U R R 2 1 2

(d) Kako je det D = 0, matrica je singularna.

PRIMJER 4.16.

Rijesiti matri¢nu jednac¢inu AX + B = 3X + I, ako su

RjeSenje:
Datu matri¢nu jednac¢inu mozemo napisati u obliku

AX+B=3X+IoAr-3X=1-B=(A-3)X=1-B=CX =D,
=C =D

(X izvlac¢imo sa desne strane ) gdje je
2 -3 1 0 -1 -3
C‘A_M‘(—4 6)_3(01)_(—4 3)
1 0 -1 0 2 0
D‘I_B‘(o 1)_( 2 3)‘(—2-&)'
Sada matri¢nu jednac¢inu C'X = D, pomnozimo sa lijeve strane sa matricom c i dobijamo

X=0"'D,

tj. da bi izracunali nepoznatu matricu X treba jo$ izraCunati inverznu matricu matrice C' i pomnoziti
. .. . o
matricu D sa lijeve strane sa matricom C" ~. Vrijedi

-1 -3
dac_‘_4 3|_—3—u_—w¢m
i
Cy = (-1 .2=3 Ciz = (1) (-4) = 4
Cor = (-1)*"1-(-3) = 3 Cag = (-1)*% - (-1) = -1,

pa je
. 3 3
cofC=(3 1 ), adJC=(cofC)T=(4 1 ),

_ 1 1
Cl=e—ade=_—(3 3)

Wi O
|

=

Utll‘:’owlm

N~ —
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PRIMJER 4.17.

Rijesiti matriénu jednacinu XA — A = 2X + I, ako je

A=

—= N O
S W =
— AN

RjeSenje:
Matri¢nu jednacinu napisimo u sljede¢em obliku

XA-A=2X+]e=XA-2X=T+Ae X(A-2)=1+A,

=C =D
(X izvla¢imo sa lijeve strane), gdje je
0 1 2 1 0 0 -2 1 2
C=A-2I=| 2 3 4 (-2 0 1 0 |= 2 1 4 |,
1 0 1 0 0 1 1 0 -1
1 0 0 0 1 2 1 1 2
D=0 1 0 |+| 2 3 4 |=|2 4 4
0 0 1 1 0 1 1 0 2

05z o 20 9 9 9 -1 o 9
Sada matri¢nu jedna¢inu XC' = D pomnozimo sa desne strane inverznom matricom C ~ matrice C i
dobijamo

X =DC™",
Vrijednost det C' je
=2 1 2
det C' = 2 1 41=6#0,
1 0 -1

matrica C je regularna pa izracunajmo matricu kofaktora i adjungovanu matricu

1+1 | 1 4 142 | 2 4 143 2 1
Cu=(-1)""1 _1‘=—1, Cra=(-1)""] _1’=6, Ciz=(-1)" ] 0|=—1,
241 | 1 2 242 | —2 2 243 —2 1
C(21 = (_1) ’ 0 -1 ‘ = 1a 022 = (_1) ’ 1 -1 ‘ = 0) 023 = (_1) ’ 1 0 ‘ = 1a
3+1| 1 2 3+2| =2 2 3+3| =2 1
CV31 = (_1) " 1 4 I =2 032 = (_1) " 2 4 ‘ = 127 033 = (_1) " 2 1 ‘ = —4.
Matrica kofaktora je
-1 6 -1
cof C' = 1 0 1,
2 12 -4
adjungovana matrica
-1 1 2
adjC = (cotC)' =| 6 0 12
-1 1 -4
inverzna matrica je
-1 1 2
_1 1 . 1
=——=adjC = - 6 0 12
det C' 6 11 -4
Sada je
1 1 2 1 -1 1 2 1 3 3 6
X=DC"'=|2 4 4 gl 60 12 |=g| 18 6 36
1 0 2 -1 1 -4 -3 3 -6
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Zadaci za vjezbu
1. Odrediti inverzne matrice
1 9 1 2 -3 3 -4 5
(a)(3 4);(b) 0 1 2 15 (e 2 -3 1 1.
0 0 1 3 -5 -1

2. Rijesiti matri¢ne jednacine

2 1 1 3 3 -2 -1 2
(a)( 1 -1 )'X=( 2 0 )’(b)X'( 5 —4 )= -5 6 )
. (2 =3)\., [ -3 0}
3. (I—2A)X—B,akOJeA—( _— )13—( 6 1 ),
1 2 =3 1 -3 0
4.1 3 2 -4 |- X=| 10 2 7 |;
2 -1 0 10 7 8
5 3 1 -8 3 0
5. X 1 -3 -2 |=| =5 9 0 [;
-5 2 1 -2 15 0
4.4 Rang matrice
DEFINICIJA 4.17 (Linearna nezavisnost).
Za matrice vrste (ili matrice kolone) Ay, As, ..., A, kazemo da su linearno nezavisne ako za realne brojeve
a1, Q, ..., a, iz jednakosti
O[1A+O£2A2 P 000 F OénAn =0 (44)
slijedi da je ay = ay = ... = a,, = 0. U suprotnom, tj. ako matrice vrste (ili matrice kolone) nisu linearno

nezavisne, onda za njih kazemo da su linearno zavisne.

Simbol 0 oznac¢ava nulu matricu vrstu ili nulu matricu kolonu.
TEOREMA 4.9.
Maksimalan broj linearno nezavisnih vrsta posmatrane matrice jednak je maksimalnom broju linearno
nezavisnih kolona te matrice.
Vrijedi sljedeca definicija.
DEFINICLJA 4.18 (Rang matrice).

Pod pojmom ranga matrice A = (a;;) formata mxn podrazumijevamo maksimalan broj linearno nezavisnih
vrsta (ili kolona) te matrice.

Rang matrice oznacava¢emo sa rang A, moze se jo§ rang matrice oznacavati i sa rang(A) ili r(A). Za matricu
A formata m X n jasno je da vrijedi
rang A < min{m, n}.

Prakti¢no rac¢unanje ranga matrice prilicno je lako izvesti koristenjem elementarnih transformacija. Prim-
jenom elementarnih transformacija rang matrice se ne mijenja. Datu matricu, primjenjujuéi elementarne trasfor-
macije svodimo na trougaonu matricu ili na trapeznu ili stepenu formu matrice (za matrice u trapeznoj ili
stepenoj formi u literaturi se koristi i naziv kvazitrougaone matrice). U datim primjerima bice jasnije o kakvim
se formama radi.

DEFINICIJA 4.19 (Elementarne trasformacije).

Pod elementarnim transformacijama jedne matrice smatraju se operacije
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1. Razmjena dvije vrste (ili kolone);

2. Dodavanje elementima jedne vrste (ili kolone) elemenata neke druge vrste (ili kolone), posto su
prethodno ovi posljednji pomnozeni proizvoljnim brojem:;

3. Mnozenje elemenata jedne vrste (ili kolone) nekim brojem razli¢itim od nule.

NAPOMENA 4.2.

Elementarne transformacije za odredivanje ranga matrice nacelno se koriste samo za manipulaciju sa
vrstama, zbog primjene elementarnih transformacija pri rjeSavanju sistema linearnih algebarskih jednacina.
O ovome ¢e biti viSe rije¢i u narednom poglavlju.

PRIMJER 4.18.

4 1 1
Odrediti rang matrice A=| 1 2 1 |[. RjeSenje:
11 2

e o
HOR
SJ.

4 1 1\ IkelIlk 1 4 1 1 4 1
(1 2 1) N (2 1 1) IIv-2Iv (O -7 —1)
1 1 2 1 1 2/ IIlv-Iv 0 -3 1 7IIIv-31v
Pa je rang A = 3.
PRIMJER 4.19.

2 3 -1 4

Odrediti rang matrice A = (5 -3 8 19). Rjesenje:
1 -2 3 5

2 3 -1 4\ Ivellly 1 =2 3 5 1 =2 3 5
A= (5 -3 8 19) N (5 -3 8 19) IIv-5Iv (O T =T —6)
1 =2 3 5 2 3 -1 4/ Ilv-2lv 0 7T =7 =6/ Iv-IIv

U ovom slucaju je rang A = 2.

PRIMJER 4.20.

3 6 6 9 1
Odrediti rang matrice A = ( 2 £ 12 O). Rjesenje:
-1 -2 4 5 1
3 6 6 9 1\ IveIllv -1 -2 4 5 1
A=(2 4 1 2 0) ~(2 4 1 2 0| IIv+2lv
-1 -2 4 5 1 3 6 6 9 1/ IIlv+3lv
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-1 -2 4 5 1 @ -2 4 5 1
- 0 0 9 12 2 - 0 0 @ 12 2
0 0 18 24 4/ IIlIv-2IIv 0 0 0 0 0/ IITv-2IIv

Pa je rang A = 2.

Zadaci za vjezbu

1. Odrediti rang matrica

11 =2
iy a0y BT e
()| 2 3 -1 1 [;(b) o] 2 -1 -1 | (@)
5 4 0 o 2 10 2 1 6 1 s 12 5 3 1 4
01010 o 2, 15 25 10 5 30
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Poglavlje 5

SLAJ

Skraéenica SLAJ znaéi sistemi linearnih algebarskih jednacina

5.1 Osnovni pojmovi. Teoreme o egz. i jedin. rjesenja

DEFINICIJA 5.1 (Sistem linearnih algebarskih jednacina).

Skup jednacina

a1 + a19T9 + ...+ A1 Ty = b1

9171 + Ag9Tg + ... + A9p X, = by (51)

Am1Tq + Am2T2 + ...+ AmnTp = b'rrm

gdje su a;; i b; dati brojevi, dok su x; nepoznate, i = 1,2,...,m; j = 1,2,...,n; zove se sistem od m
algebarskih linearnih jednacina sa n nepoznatih. Brojevi a;; nazivaju se koeficijenti a brojevi b; slobodni
¢lanovi. Ako je by = by = ... =b,, =0, onda se kaze da je sistem (5.1) homogen, a ako je bar jedan od
slobodnih ¢lanova b; # 0, onda kazemo da je sistem (5.1) nehomogen.

Umjesto naziva sistem algebarskih linearnih jednacina, ukoliko nema moguénosti zabune, koristicemo naziv
sistem linearnih jednacina.

DEFINICIJA 5.2 (RjeSenje sistema).

Brojevi ay, s, . .., ay, nazivaju se rjesenje sistema (5.1) ako se zamjenom z; = o, j = 1,2,...,n u sistem
(5.1) dobiju tac¢ne brojne jednakosti.

Za dva sistema linearnih jednacina kaze se da su ekvivalentni ako je svako rjesenje jednog sistema ujedno
rjesenje i drugog sistema i obrnuto.

Jedan sistem moze imati jedno ili viSe rjeSenja a moze i da nema rjeSenja. Ako sistem nema rjeSenja kaze se
da je nesaglasan, a ako ima rjeSenje kaze se da je saglasan. Ako sistem ima tacno jedno rjeSenje kaze se da ima
jedinstveno rjeSenje, a ako ima viSe rjeSenja onda je taj sistem neodreden.

Posmatrajmo sljedece sisteme linearnih jednac¢ina

Tty =2 T+y=2 T+y=2
r—y=0 20 +2y =4 r+y=3. (5.2)

Sistemi su jednostavni i ve¢ na prvi pogled vidimo da je rjeSenje "lijevog” sistema z = 1, y = 1, u ”srednjem”
sistemu drugu jednacinu smo dobili tako §to je prva pomnozena sa 2, pa ovaj sistem ima beskona¢no mnogo
rjeSenja, jer postoji beskona¢no mnogo brojeva ¢iji je zbir 2. I na kraju tre¢i ”"desni” sistem nema rjeSenja, jer
ne postoje dva broja ¢iji je zbir istovremeno jednak i 2 i 3. Sistem (5.2) predstavljen je na Slici 6.1a.

Postavlja se sada pitanje kako ustanoviti egzistenciju i broj rjeSenja za ne tako jednostavne sisteme kao

u slucaju sistema (5.2). Odgovor na ova pitanja (egzistencija—postojanje i broj rjesenja) dati su narednim
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) y y
r—y=0 \
1 A(1,1)
1 v T
T+y=2 \21’422/:4 r+y=3
TH+y=2 x

(a) "Lijevi” sistem, prave se sijeku, cty=2
jedna tacka je zajednicka. Koordi- (b) ”Srednji” sistem, prave se pok-
nate zajednicke tacke predstavljaju lapaju, sve su tacke zajednicke. (¢) ”Desni” sistem, nema za-
rjeSenje sistema i rjesenje je jedin- Ovaj sistem ima beskona¢no mnogo jednickih tacaka, pa prema tome
stveno. rjesenja. ovaj sistem nema rjeSenja.

Slika 5.1: Graficki prikaz rjesenja sistema (5.2)

teoremama. Sistem (5.1) moZemo zapisati u matri¢noj formi

aiq a1 e A1p T bl
a1 99 N Aoy, To b2
: o I (5.3)
Am1 Am2 cee Amn Ty bm
ili
AX =B,
gdje su
aiy 12 e A1np T b1
a1 92 ce Aon To b2
A = . , X = . , B = .
Am1 Am2 cee Amn Tn bm

Matrica A je matrica sistema, matrica kolona X matrica kolona nepoznatih i matrica kolona B je matrica
slobodnih ¢lanova. MoZemo od matrice A formirati jos jednu matricu A| g, tako §to éemo matrici A dodati sa
desne strane jos jednu kolonu, a to ¢e biti matrica kolona B. Ovo je prosirena matrica sistema, i vrijedi

aiy a9 e A1p bl

a1 a99 N Aop bg
Alp = :

Am1 Am2 cee Amn bm

Sada mozemo navesti teoreme
TEOREMA 5.1 (KroneckerngapeHig).
Sistem (5.1) je saglasan ako i samo ako je rang matrice sistema A jednak rangu prosirene matrice sistema

Ale tj
rang A = rang A| 5.

8Leopold Kronecker (7. decembar 1823.—29. decembar 1891.) bio je njemacki matematicar koj je radio na teoriji brojeva, algebri
i logici.
9 Alfredo Capelli (5. august 1855.—28. januar 1910.) bio je italijanski matematicar.
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TEOREMA 5.2.
Ako je rang A = rang A|g = r, tada sistem
1. ima jedinstveno rjesenje u slucaju r = n;

2. beskonacno mnogo rjesenja u slucaju r < n (n je broj nepoznatih u sistemu (5.1)).

PRIMJER 5.1.

Posmatrajmo ponovo sisteme (5.2)

Tty=2 T+y=2 T4y =2
z—y=0 2z + 2y =4 T+y=3. (5.4)

Odrediti egzistenciju i broj rjesenja koristeéi Teoreme 5.1 i 5.2.
RjeSenje:

Zakljuéili smo da "lijevi” sistem ima jedinstveno rjesenje x = 1,y = 1, ”srednji” sistem ima beskona¢no
mnogo rjeSenja, dok ”desni” sistem nije saglasan, tj. nema rjesenja.
Zapisimo proSirenu matricu sistema ”lijevog” sistema i odredimo rang te matrice

(o) e -(% @) o5

Prosirena matrica sistema A|p formirana je od matrice sistema A sa dodatkom matrice kolone slobodnih
¢lanova B. Zbog toga iz posljednje matrice (na desnoj strani) u (5.5) mozemo odrediti i rang A i rang A| 5.
Bez kolone sa plavim elementima je matrica istog ranga kao matrica sistema A, pa je rang A = 2 (zakruzeni
elementi obojeni u magentu), ako dodamo kolonu elemenata sa elementima matrice B (elementi obojeni u
plavo) rang se ne mijenja, tj. rang A|g = 2. Pa vrijedi

rang A =rang A|lg =2 =,
pa je po Teoremi 5.1 ”lijevi” sistem saglasan, a kako je i n = 2, (broj nepoznatih), tj.
A=l

7

to po Teoremi 5.2 "lijevi” sistem ima jedinstveno rjesenje.
Posmatrajmo sada ”srednji” sistem i njegovu prosirenu matricu sistema, vrijedi

(é ;Z) Iv-2-Iv ~(®0 (1) ) (5.6)

Sada je rang A = rangA|g =1 =rir =1 < 2 = n, pa je sistem saglasan, ali ima beskonacno mnogo

rjesenja.
%) (5.7)

I na kraju za ”desni” sistem vrijedi
Vrijedi rang A = 1 ali rang A|p = 2, tj. rang A # rang A|p, te desni sistem nema rjeSenja, tj. nesaglasan je.

1 12 D 1
1 113) IIvvIv. ~\ 0o o

NAPOMENA 5.1 (Tumacenja zasto je ovaj sistem nesaglasan (posljednji-desni)).

Kako samo elementarne transformacije primjenjujemo na vrste to u desnoj matrici iz (5.7) elementi vrsta
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su zapravo koeficijenti uz nepoznate i slobodni ¢lanovi, pa tako druga vrsta iz desne matrice predstavlja
jednacinu
O-z2+0-y=1.

Sada se postavlja pitanje: Koje brojeve treba uvrstiti umjesto x i y da bi lijeva strana prethodne jednakosti
imala vrijednost 17 Znamo da takvi brojevi ne postoje, jednac¢ina nije saglasna pa nije ni ”desni” sistem.

5.2 Metode za rjesavanje sistema linearnih jednacina
Sada kada znamo kako utvrditi za dati sistem da li je saglasan ili nesaglasan, te ako je saglasan da li ima jedno

ili beskona¢no mnogo rjesenja, potrebno je u slucaju saglasnog sistema ta rjesenja izracunati. Metode koje ce
biti ovdje obradene su GauBova metoda, Cramerova” metoda (metoda determinanti) i matricna metoda.

5.2.1 Gauflova metoda

Sistem

1121 + 1029 + ...
91T + AooZo + ...

a31T1 + asoTg + ...

+ ATy = bl
+ agnTy = b2

+ as, Ty, = b3

U121 + Q222 +...+ Apn Ty = bmv
zapisimo u obliku pro§irene matrice sistema
an ai2 A1n by
az1 a2 QA2n bo
Alg = asy aisz a3n b's
A1 A2 Amn bm

Cilj nam je matricu A|p svesti na gornju trougaonu matricu ili odgovarajuéu trapeznu ili stepenu formu
matrice. Da bi to uradili trasformisa¢emo datu matricu u matricu kod koje u prvoj koloni samo element a;;
razli¢it od nule dok svi ostali jednaki nuli. Ovo radimo tako §to elemente druge vrste pomnozimo sa a1, pa od
njih oduzmeno elemente prve vrste pomnozene sa ao, zatim elemente treée vrste pomnozimo sa aq; i od njih
oduzimamo elemente prve vrste pomnozene sa as3;. Postupak nastavljamo dok ne dobijemo matricu kod koje je

samo element a1 u prvoj koloni razli¢it od nule. Dobijamo sljedeé¢u matricu.

ap; a2 A1n by
o o) |
o oDl
0 dp afun | 05
Sa agjl-) i b51)7 i=1,...,m, j =1,...,n su oznaceni elementi matrice dobijeni poslije oduzimanja odgovarujuéih

vrsta.

Zatim prelazimo na drugu kolonu. U drugoj koloni ostavljamo prva dva elementa razli¢ita od nule, ”ispod”

elementa aqy formiramo nule.

s o
1 1 1

0 A2 on | b2
0 0 al? | b
0 0 a? | 2

'Johann Carl Friedrich Gauss (30. april 1777.-23.
matemati¢arem ili jedan od najveéih u istoriji ¢ovjecanstva

februar 1855.)

bio je njemacki matematicar, smatra se najveéim

2Gabriel Cramer (31. juli 1704.—4. januar 1752.) bio je Svajcarski matematicar
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Dakle ispod elemenata a;;, ¢ = 1,...,n, trebamo dobiti nule. Postupak ponavljamo dok ne dobijemo
trougaonu matricu ili trapezni ili stepeni oblik matrice.

Kako je prethodno opisani postupak koriSten i za odredivanje ranga proSirene matrice sistema, odredimo
sada rang matrice sistema A i rang proSirene matrice sistema A|g. U slucaju saglasnosti sistema i ako je n = r,
iz dobijene matrice rekonstruisemo sistem, te iz posljednje jednacine izracunamo posljednju nepoznatu, te njenu
vrijednost uvrstimo u prethodnu jednacinu. Ovaj postupak nastavimo dok ne izra¢unamo i prvu nepoznatu iz
prve jednacine.

U slucaju saglasnosti sistema i < n, na desnu stranu prebacujemo n —r nepoznatih i ponavljamo prethodno
opisani postupak.

Gauflovom metodom mozemo rjesavati kako pravougaone tako i kvadratne sisteme. Sljede¢im dvjema meto-
dama mozemo rjeSavati samo kvadratne sisteme linearnih jednacina.

5.2.2 Metode za rjesavanje kvadratnih sistema

Neka je dat kvadratni sistem
a1 + a192T9 + ...+ A1 Ty = bl
9171 + Ao + ... + A9, x, = by (59)
Ap1T1 + ApoXo + ..o+ GppTy, = by,

mozemo ga zapisati u matricnom obliku

AX = B,
gdje je
ay; G2 ... QG1p z by
a1 99 R Aop, To bQ
A= : , X=|:], B=]|:
Apl  Qpy  -.  Opn Ty, by,

Vrijedi sljedeéa teorema.

TEOREMA 5.3.

Kvadratni sistem linearnih jednacina (5.9) ima jedinstveno rjesenje ako je A regularna matrica.

Ako podemo od matri¢nog zapisa sistema linearnih jednac¢ina AX = B, a posto je A regularna matrica, to
ima jedinstvenu inverznu matricu (Teorema 4.7). Vrijedi

AX=Beo= A'AX=A"'"B=X=A"'B.

NAPOMENA 5.2.

Dakle matriéna metoda rjeSavanja sistema linearnih jednac¢ina sastoji se u sljedeé¢em:
1. Zapisemo kvadratni sistem u matricnom obliku;
2. Ispitamo da li je A regularna matrica;
3. Ako jeste izracunamo Ah

4. RjeSenje racunamo iz jednakosti X = A'B.
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Sljede¢a metoda je Cramerova metoda (metoda determinanti). Ova metoda je zasnovana na sljedecoj teo-
remi.

TEOREMA 5.4 (Cramerova teorema).

Ako je det A # 0, sistem (5.9) ima jedinstveno rjesenje (xq,Za,...,x,) dato sa
det Ak:
Tk = Got A k=1,2,...,n,

gdje je det A, determinanta matrice Ay, koja je dobijena zamjenom k—te kolone matrice A matricom
kolonom B.

NAPOMENA 5.3.

Cramerova metoda rjesavanja sistema linearnih jednacina sastoji se u sljede¢em
1. Izra¢unamo det A, ako je det A # 0, nastavljamo dalje;

2. Izracunamo determinante det Ay, k = 1,...,n, po uputstvu iz Teoreme 5.4;

det Ak:

3. Nepoznate ra¢unamo po formuli z; = qQet A

k=1,2,...,n.

PRIMJER 5.2.

Dat je sistem
r+y+z=3
20+ 3y—z=4
—T+2y+z=2
3z +y—3z=1,

(a) Ispitati saglasnost Kroneker-Capellijevom teoremom, u slucaju saglasnosti

(b) Rijesiti sistem GauBovom, Cramerovom i matricnom metodom.

Rjesenje:

(a) Saglasnost

1 1 1 3 1 1 1 3
2 3 -1 4| Iv2lv 0 1 -3 -2
Alp={-1 2 1 2| Hlv+lv ~|0 3 2 5| Ilv3lv
3 1 -3 1/ IVv3ly 0 -2 -6 -8/ IVv+2Ilv
11 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3
0 1 -3 =2 0 1 -3 =2 0 1 -3 -2
~lo 0o 11 11 ~lo o 11 11| 1Iwv:il ~|0o 0 1 1
0 0 -12 -12/ 11IVv+I120lv 00 0 0 00 0 0

Pa je rang A = rang A|p = 3 = r, ako je i n = 3, dakle sistem je saglasan i ima jedinstveno rjesenje.
(b) Rjesavamo sistem dobijen od koeficijenata iz posljednje matrice.
(i) GauBova metoda

T+y+z=3
y—3z=-2
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(ii) Cramerova metoda

[y
|
[N}

o
o
=

Pa je

<

|
SIRSISTASISTES!
=] = HlllH o

1]

I
|

(iii) Matriéna metoda. Napisimo sistem u matri¢noj formi AX = B, tj.

b B0
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1 1 1
Izra¢unajmo inverznu matricu od matrice A = (8 (1) _i’)
Vrijednost determinante je
det A=1
] 173 g 0 73 14g) 01
Ap=(-1)"70 1|=1, Ap=(1)""0 1|=0, Az=(-1)"0 0]|=0,
2+1 Ll 2+2 > 1 2+3 -l
Ay =(-1)""10 1(|=-1, Ap=(-1)"70 1]|=1,  Axi=(-1) 0|=0,
3+1 ; L 3+2 ; L 3+3 o
Az = (-1) 1 =3|=-4, Ap=(-1)""0 -3|[=3, Asx=(-1) 1 (=1,

Matrica kofaktora

Adjungovana matrica je

. =il . .
Inverzna matrica A = matrice A je

1 -1
- _ . _1<O 1
_detAad‘]A_l 0 0
Pa je na kraju
1 -1 -4
X:A*B:@ 1
0 0

1 0

cof A = (_1 1
-4 3

1 -1

adj A = (0 1
0 0

4\ 1 -1 -4
3) _ (o 1 3)
1/ \o o0 1

)()-2)

Dakle rjesenje je x = 1, y =1, 2z = 1 ili (z,y,2) = (1,1,1).

PRIMJER 5.3.

r+y+z=3
20+ 3y —z=4
r+2y—2z=1
3x +by—3z=5,

Dat je sistem

(a) Ispitati saglasnost Kroneker-Capellijevom teoremom, i u slucaju saglasnosti

(b) Rijesiti sistem Gafiuovom, Cramerovom i matri¢cnom metodom.

Rjesenje:
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(a)

11 1 3 11 1 3 11 1 3
2 3 -1 4 0 1 -3 -2 01 -3 -2
12 -21( o1 -3 -=2("1Too0o 0 o0/
3 5 -3 5 0 2 -6 -4 00 0 0

vidimo da je rang A = rang A|g = 2 = r, a posto je broj nepoznatih n = 3, to je sistem ima saglasan i
ima beskonacno mnogo rjesenja.

(b) Rijesimo sada sistem
r+y+z=3
y—3z=-2,

posto je n —r =1, to ¢emo jednu nepoznatu prebaciti na desnu stranu, i dobijamo

T+y=3-—-=2
y=—2+3z,
(a) GauBova metoda
r+y=3-—-=z2
y=—2+3z,

y=-2+3z,
r=—4z2+5
=—2+ 3z,
r=—4t+5
y=3t—2
z=t,teR
(b) Cramerov metoda
11
pe|t 1]
3—-¢t 1
D, = 3t — 9 1’——4t+5,
1 3-t
D, = 0 3t—2‘_3t_2’
sada je
D, —4t+5
JJ=F— 1 = —4t + 5,
D 3t —2
——y=—= —
y=7 T 3t — 2,
z=tteR

(¢) Matriéna metoda
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napisimo sistem

u obliku

. 1 T 3-t
oanSHOAX—B,ngeJeA—( 1)7X‘<y)’B_(3t—2)’
dalje je
A =1, A;3 =0, Ay = -1, Ap =1,

matrica kofaktora je

adjungovana matrica, matrice A je
1 -1
adj A = (cof A)" = ( )

determinanta je det A = 1, pa je

-1 1 (1 -1
A _detAadJA_(O 1)’

1 -1 3= —4t +5
X‘(O 1 )(31&—2)‘( 3t—2 )

odnosno x = -4t +5, y=3t—2, z=t, t €R.

te je rjeSenje sistema

PRIMJER 5.4.

r+y+z+w=4
Dat je sistem { 22+ 3y +2z—2w =3
3r+4dy+2z—-—w="7,

1. Ispitati saglasnost Kronecker-Capellijevom teoremom, u slucaju saglasnosti

2. Rijesiti sistem Gauflovom, Kramerovom i matri¢nom metodom.

RjeSenje:

111 1 4 1 1 1 1 4 1 1 1 1 4
.12 31 -23|~101 -1 -4 -5 |~|01 -1 -4 -5
3 4 2 -1 7 01 -1 -4 -5 00 0 0 O

)

dakle rang A = rang B = 2, sistem ima beskona¢no mnogo rjesenje.

2. Rijesimo sada sistem
r+yt+z+w=4
y—z—4w=-5,
posto jerang A =rangB =2=r,an=4,pajer =2<4=nin-—r =2, prebacimo z i w na desne
jednacina. Sada uzmimo z = a, w = b, a,b € R, te dalje rjesavajmo sistem

r+y=—-a-b+4
y=a+4b-5.
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(1°) GauBova metoda

r+y=—a—-b+4
y=a+4b—-5
x=—-(a+4b—-5)—a—-b+4
y=a+4b—-5

r=-2a—-5b+9

y=a+4b-5
z=a
w=>b, abeR.
(2°) Cramerova metoda
1 1
o] |-
—-a-b+4 1
T a+4b-5 1|=_2a_5b+9
1 —a-b+4
Dy‘lo a+4b-5 I“”4b_5’

pajex=—-2a—-50+9, y=a+4b—-5,2=a, w="0b, a,b €R.

(3°) Matri¢na metoda
NapiSimo sistem

r+y=—-a-b+4
y=a+4b—-5

u matriénom obliku

1 1 z\ ([ -a-b+4

0 1 y ) \ a+4b-5 )’
izraCunajmo matricu kofaktora

A1 =1, A3 =0, Ay = =1, Ayy =1, pajecofA=( —11 ? )7

adjungovana matrica je adj A = (cof A)" = ( (1) _11 ), determinanta je det A = 1, te je in-
verzna matrica
Al = ( (1) _11 ), rjeSenje sistema je sada
Cip (1 -1 \( —a-b+4\_( —2a-5b+9
X=4 B‘( 0 1 )( a+4b-5 )‘( a+4b-5 )’Odnosno

r=-2a—-50+9, y=a+4b—-5, z=a,w=0", a,b €R.

Samir Karasuljié¢ 78



POGLAVLJE 5. SLAJ 5.2. METODE ZA RJESAVANJE SISTEMA LINEARNIH JEDNACINA

PRIMJER 5.5.

r+y+z+w=4
T—y+z+2w=3
20 +y+z—w=3
dxr +y + 3z + 2w = 10,

Dat je sistem

1. Ispitati saglasnost Kronecer-Capellijevom teoremom, u slucaju saglasnosti

2. Rijesiti sistem Gauflovom, Kramerovom i matricnom metodom.

Rjesenje:
1.
1 1 1 1 4 11 1 1
1 -1 1 2 3 0 -2 0 1
2 1 1 -1 3 0 -1 -1 -3
4 1 3 2 10 0 -3 -1 -2
1 1 1
N 0 -1 -1
0 0 2
0O 0 0

Dakle rang A = rang B = 3 = r, tj. sistem ima rjeSenje, ali posto ima Cetiri nepoznate n = 4,

n =4 < 3 =r, te rjeSenja ima beskona¢no mnogo

2. Polazni sistem ekvivalentan je sljede¢em sistemu

o O o

1
N

r+y+z+w
—y—z—3w=-5
22+ Tw =9

—T7a+9
r+ty+—f =—-a+4
Ta —9
-y 5 =3a -5
_ —7a+9

S

Samir Karasuljié¢

79



POGLAVLJE 5. SLAJ 5.2. METODE ZA RJESAVANJE SISTEMA LINEARNIH JEDNACINA

—Ta+9
=TT g s
_—Ta+9
T g

T=—F 5 -a+4
a+1
y=—5 -3a+5
_ —Ta+9
T

4a — 2
W=
_a+1
Y=

—T7a+9
)

w=a,a€R

5.2.3 Sistemi homogenih linearnih jednacina
U Definiciji 5.1 ve¢ je uveden pojam homogenog sistema, da ponovimo to je sistem algebarskih linearnih

jednacina u kojem su svi slobodni ¢lanovi b;, @ = 1,...,m jednaki nuli, tj.

1121 + 1902 + ...+ a1, = 0

211 + Ao2xo + ... + Aop Xy = 0 (511)

Ap1X1 + Q2o + ...+ Gy = 0,

ili u matri¢noj formi
AX =0.
Ocigledno svaki homogeni sistem linearnih jednac¢ina ima rjesenje x; = 0, x5 = 0,...,x,, = 0. Ovo rjesenje se

naziva trivijalno ili nulto rjeSenje. I iz proSirene matrice sistema mozemo lako zakljuciti da je sistem uvijek
saglasan, tj. da ima rjeSenje

a1 a2 s QAnn 0

a9o1 a9 ce [25,7% 0
AlB = E 3

Al Gma oo GQp | O

jer posljednja kolona matrice sa slobodnim ¢lanovima ne utice na vrijednost ranga matrice A|p jer su svi
njeni jednaki nuli. Osnovni problem u rjeSavanju homogenih sistema linearnih jednacina je u ispitivanju
da li ovaj sistem ima i netrivijalnih rjeSenja. RjeSenje ovog problema dato je u sljede¢oj teoremi i njenim
posljedicama.

TEOREMA 5.5.

Homogeni sistem (5.11) ima netrivijalna rjesenja ako i samo ako je rang matrice sistema mangi od broja
nepoznatih, tj. ako je rang A = r < n.
PosLJEDICA 5.1.

Svaki sistem homogenih linearnih jednac¢ina u kome je broj jednacina manji od broja nepoznatih ima
netrivijalna rjesenja.
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PoOSLJEDICA 5.2.

Homogeni sistem u kome je broj jednacina jednak broju nepoznatih ima netrivijalna rjesenja ako i samo
ako je determimanta sistema jednaka nuli.

PRIMIJER 5.6.
z+2y—32=0
Rijesiti homogeni sistem < 2z + 5y + 22 =0
3x—y—42=0
RjeSenje:

Izracunajmo rang proSirene matrice sistema
1 2 =310 1 2 =310 1 2 =310
(2 5 2 O) N (O 1 8 O) N (O 1 8 O)
3 -1 -4,0 0 -7 510 0 0 610

dakle vrijedi rang A| g = 3, a kako je broj nepoznatih n = 3, sistem ima samo trivijalna rjesenja. Vidimo
da posljednja kolona ne igra nikakvu ulogu u odredivanju ranga proSirene matrice sistema kod homogenih
sistema, pa se zato i raCuna samo rang matrice sistema, kao $to je navedeno u Teoremi 5.5. Da sistem
ima samo trivijalna rjeSenja mozemo zakljuciti koriste¢i Posljedicu 5.2 jer broj jednacina jednak broju
nepoznatih, pa je

1 2 -3
2 5 2 | =61+0.
3 -1 -4

Dakle postoji samo trivijalno rjeSenje x =y = z = 0.

PRIMJER 5.7.

z+2y+2z=0
20+3y+2=0
Rijesiti homogeni sistem R
3x+5y+22=0
2r + 4y +22=0

Rjesenje:

1 2 1 1 2 1 1 2 1
2 3 1 0 -1 -1 0 -1 -1
3 5 2(~(0 -1 -1|~1|0 0 0
2 4 2 0 0 0 0 0 0

pa je rang A = 2 < 3 = n. Dakle sistem ima i netrivijalna rjesenja.

r+2y+2=0

-y—2=0

T+2y=-z
y=-z
z=a,a €R

T+ 2y =-a
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5.2. METODE ZA RJESAVANJE SISTEMA LINEARNIH JEDNACINA

=—a
z=a
=a
=—a
z=a

Zadaci za vjezbu

1.

Rijesiti sisteme GauBovom metodom, Cramerovom i matricnom metodom

r+y+z=3 r+y+z=3 20+ 2y+z2z=5
2r+y+2=4 (b) 2r+y+z2=4 (©) r—y+z=1

—r—y+z=-1 —r—y+z=-1 -2z —-3y+z=-4
3x—y—z=1; 3r—y—z=1; r—y—z=-1

(a)

c+2y+3z2="7 r+y+z=1 r+4y—32=2
2r—y—>5z=-4 2e+y+z2=4 —2x—y+6z=3
—-r+y+z=1 (e) —-r—y+z=-1 (£) r—=Ty+z=-5
3x+y+z=5; 3x—y—z=1; r—y—z=-1

(d)

Ispitati saglasnost sistema Kronecker-Capellijevim stavom i u slu¢ju saglasnosti rijesiti ga
T+y—z+t=2 c+2y+z—-t=0
2r—-y—z+2t=-3 —r—y+2z-2t=-3
@) opvoy—3a-st=4 P _op iy 9 pr=_1

T+y+z=3 2 —y+z2=2 r+3y—z2=3
(a) z+2y+3z=6; (b) 2z +2y+4z=2¢8; (¢c) =3z +2y+z=0;
3x+3y+z2="7 3xr—y—2z=0 20+ 3y — 32 =2
T—2y+3z=2 3z —-2y+3z=4
(d) 2z+y+4z=T; (e) x+2y+z2=4
3 —2y—2z=-1 20 — 3y — 4z = =5.
. Ispitati saglasnost sistema Kronecker-Capellijevim stavom i slucaju saglasnosti rijesiti dati sistem sa sve
tri metode

—dr—-3y+z—-t=-T7 -2 +4y — 2z -2t = —-4.
Ispitati saglasnost sistema Kronecker-Capellijevim stavom i slu¢aju saglasnosti rijesiti dati sistem sa sve
tri metode
20+ Ty+32z+u=6 r—=2y+z+u=1 20 —y+z+u=1
(a) 3z+by+2z+2u=4; (b) z—-2y+z-—u=-1; (¢) z+2y—z+4u=2
9 +4y + 2z + Tu = 2 r—2y+z+5u=>5 r+Ty—4z+ 11lu = 3.
Ispitati ima li homogeni sistem rjesenje osim trivijalnog i slu¢aju da ima izra¢unati ga
r+y+22=0 r+y+22=0 r+2y—22=0 20 +y—22=0
(a) —20+2y+32=0; (b) 2x+2y+32=0; (¢) —x+3y+2=0; (d) —-z+2y+2=0
=Sr+2y+2=0 —r+3y+52=0 —-r+8y=0 r+3y—2z2=0.
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Poglavlje 6

Vektori

U matematici, prirodnim i tehnickim naukama, neke veli¢ine odredene su svojom brojnom vrijednoséu. Takve
su na primjer, masa, zapremina, vrijeme i dr. Medutim postoje veli¢ine za koje nije dovoljno samo znati njihove
brojne vrijednosti, na primjer brzina, sila, ubrzanje, jac¢ina elektricnog polja, ja¢ina magnetnog polja i dr. Na
osnovu prethodno izneSenog veli¢ine sa kojimo radimo mogu se podijeliti na:

1. Velic¢ine koje su definisane samo brojnom vrijednosé¢u i njih nazivamo se skalarnim veli¢inama ili krace
skalarima.

2. Velicine za koje je potrebno poznavati brojnu vrijednost, pravac i smjer. Ove veli¢ine se nazivaju vektorske
velic¢ine ili vektori.

6.0.1 Pojam vektora

Vektori se geometrijski predstavljaju usmjerenim (ili orjentisanim duzima). Neka su date tacke A, B, A #+ B
prostora. Duz AB kojoj je jedna tacka npr. A proglasena za pocetak, a druga za kraj (tacka B) zva¢emo vektor,

u oznaci ;4_]_3> . Vektor ;4_]—3) ima pravac kao i prava na kojoj lezi duz AB, smjer od tacke A ka tacki B, a intenzitet
(ili modul ili norma) mu je jednak duzini duzi AB.

Vektor je definisan ako znamo njegov intenzitet, pravac i smjer. Vektori se obi¢no oznacavaju malim slovima
latinice sa strelicom iznad, na primjer a, b, ..., ako su poznate poéetna i krajnja tacka onda koristimo oznaku

—_— —
AB, DF,... Osim ovakvog ozna¢avanja koriste se i mala slova latinice, ali podebljana (boldovana) a, b, ...

ind > .y - —_ K . ~ 7’
Intenziteti se oznacavajusa |a|, |b],...ili |AB| , |DF| ,...1li |a], |b] ... Skup svih vektora prostora oznac¢avaéemo

3
sa V°.

(a) (b) (c)

Slika 6.1: Oznacavanje vektora

Vektor ¢iji je intenzitet jednak nuli naziva se nula—vektor. Pocetna i krajnja tacka nula—vektora se poklapaju

(tj. iste su), dok pravac i smjer nisu definisani. Nula—vektor ozna¢avamo 0 ili 0. Vektor ¢iji je intenzitet jednak
1 zovemo jedini¢ni vektor.
Uobicajeno vektori se dijele u tri kategorije:

1. slobodni vektori;
2. vektori vezani za pravu ili nosac;

3. vektori vezani za tacku.
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POGLAVLJE 6. VEKTORI

Slobodni vektori. Za vektore d i b kazemo da su jednaki, tj. a = b ako imaju jednake intenzitete, iste
smjerove a nosaci su im paralelni ili se poklapaju. Ovakve vektore nazivamo slobodni. Slobodne vektore mozemo
paralelno pomjerati duz njihovog nosaca ili paraleno nosacu, zadrzavajuéi smjer i intenzitet nepromijenjenim.

Vektori vezani za pravu (nosa¢). Vektori a i b su jednaki ako imaju iste module, smjerove i isti nosac.
Ovo su vektori vezani za pravu. Mozemo ih pomjerati duz njihovog nosaca.

Vektori vezani za tagku. Vektori a i b su jednaki ako imaju iste module, smjerove, intenzitete a krajne
tacke im se poklapaju. Ovi vektori su vezani za tacku.

U nastavku mi ¢emo koristiti slobodne vektore.

6.0.2 Operacije sa vektorima

Sabiranje Vektora Vektore @ i b sablramo tako $to pocetak vektora b dovedemo paralelnim pomjeranjem do
kraja vektora a. Rezultantm vektor C, ¢iji se pocetak poklapa sa pocetkom vektora a a kraj sa krajem vektora bj je
zbir vektora a i b tj. c=a+ b. Ovo j je pravilo trougla (Slika 6.2a) ili paralelograma (nadoponjavanjem dobljemo
paralelogram, vidjeti Sliku 6.2b —isprekidane llnlje) U slucaju da trebamo sabratl vektore dq,ds, ..., dnp_1,dy,
postupamo na sljedeéi nagin. Pocetak vektora as dovedemo na kraj vektora a;, poéetak vektora &3 na kraj
vektora as, postupak nastavimo do vektora a,, ¢iji pocetak dovodimo do poéetka vektora a,_;. Sada rezultantni
vektor ¢ ¢iji se pocetak poklapa sa pocetkom vektora a; a kraj sa krajem vektora a,, predstavlja trazeni zbir,
tj. ¢ =a; + +-- + a, (Slika 6.2c). Izlozeni postupak ¢esto se zove i pravilo (ili princip) nadovezanih vektora.

Slika 6.2: Sabiranje vektora

Oduzimanje vektora. Suprotan vektor vektora bj je vektor koji ima isti intenzitet, isti ili paralelan nosac,
ali suprotan smjer od vektora b. Suprotan vektor, vektora b oznacavamo sa —b.

Oduzunanje vektora b od vektora d svodimo na sabiranje vektora a sa suprotnim vektorom, vektora b tj.
a—b=a-+(=b).

Slika 6.3: Oduzimanje vektora

Mnozenje vektora skalarom. Proizvod vektora a i skalara k € R je vektor, &iji se pravac poklapa sa
pravcem vektora a, intenzitet mu je jednak |k| - |a|, a smjer mu je isti kao i smjer vektora a ako je k > 0, a
suprotan od smjera a ako je k < 0. Na Slici 6.4a, je vektor a i vektor 1.5a. Vidimo da rezultantni vektor 1.5a
ima isti smjer i prava kako vektor a ali mu je duzina (intenzitet) veéa 1.5 nego duzina vektora a. Na Slici 6.4b
k = —1.5 < 0 pa rezultantni vektor ima isti pravac kao i a, intenzitet mu je 1.5 veéi nego kod a ali ima suprotan
smjer. Na Slikama 6.4c i 6.4d su slucajevi kada je |k| < 1. Rezultantni vektor ima intenzitet manji od intenziteta
vektora a. Za k = —1 dolazi samo do promjene smjera vektora.
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(a) (b)
N Q0
4. ¥ 2 %7
% [\ \Q.Oﬂx
o o
(c) (d)

Slika 6.4: Mnozenje vektora skalarom

6.0.3 Linearna kombinacija vektora. Baza prostora &

Neka je dato n vektora aq,as,...,a, i n skalara aq,aq, ..., a,.
Linearnom kombinacijom vektora aq, as, ..., a, nazivamo sljedeéi zbir

0616-1:1 + 06252 + e+ Oan-I:n.

DEFINICIJA 6.1 (Zavisni-nezavisni vektori).

Vektori daq,ds, ... ,a, su linearno zavisni ako postoje skalari
Qaq,Qa, ..., 0,, od kojih je bar jedan razlicit od nule, tako da je

Q1d; + Qods + +++ + aydy, = 0. (6.1)
Ako je jednakost (6.1) zadovoljena jedino kada je a; = ap = ... = «a,, = 0, onda se kaze da su vektori
dq,Qs, . .., a4, linearno nezavisni.

Za dva vektora ili vise vektora kazemo da su kolinearni ako leze na istim ili paralelnim nosa¢ima (radimo sa
slobodnim vektorima).

Za tri ili vise vektora kazemo da su komplanarni ako leze u jednoj ravni ili su paralelelni sa ovom ravni.

Vratimo se sada na prostor Ve, Vrijedi sljedeca teorema

TEOREMA 6.1.

- - - 3 . . s . . - &3 .
Neka su su aq, as, az € V° bilo koja tri linearno nezavisna vektora. Tada se svaki vektor a € V° moZe na
jedinstven nacin prikazati kao njihova linearna kombinacija.

DEFINICIJA 6.2.

g s . . 3 . 3
Uredenu trojku aq, as, az tri nezavisna vektora iz V'~ nazivamo baza prostora V".

R . . - 3 . . » . e s » -
Drugim rije¢ima bilo koji vektor a € V° mozemo izraziti preko vektora aq, as, as, tj. predstaviti vektor a
kao linearnu kombinaciju vektora a;, as, as

a = opa; + agag + izas.

Skalare aq, g, a3 nazivamo koeficijenti ili koordinate vektora a u bazi aq, as, as.
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6.0.4 Prostorni koordinatni sistem. Ortogonalna baza

Cilj nam je odabrati bazu tako da sto jednostavnije predstavimo vektore.
DEFINICIJA 6.3 (Orjentisana prava ili osa).

Orjentisanom pravom ili osom naziva se prava za Cije je dvije proizvoljne tacke utvrdeno, koja se od
njih smatra prethodnom a koja sljedeéom. Orjentisana prava ili osa moze biti okarakterisana jedini¢nim
vektorom .

DEFINICIJA 6.4 (Ortogonalna projekcija, Slika 6.5).

—_—
Pod ortogonalnom projekcijom vektora AB na osu p podrazumijeva se duzina duzi A'B', tj. |A'B'| , pri
¢emu su tacke A' i B' ortogonalne projekcije, respektivno tacaka A i B na osu p, uzeta sa predznakom +

. R o . . . . . . .oql
ako je vektor AB orjentisan na istu stranu kao i osa p u odnosu na ravan koja prolazi kroz tacke Ai A a
normalna je na pravu p, i sa znakom — u suprotnom slucaju.

B
A
c
p
po A projpﬁ B’

Slika 6.5: Projekcija vektora na osu

DEFINICIIA 6.5 (Pravougli koordinatni sistem, Slika 6.7a).

Uredeni skup tri ose koje prolaze kroz utvrdenu tacku O (pol ili koordinanti pocetek) i koje su uzajamno
okomite, obrazuju Descartesov” pravougli koordinatni sistem

“René Descartes (31.mart 1596.—11.februar 1650.) bio je francuski filozof, matematicar i naucnik.

Dakle tri uzajamno ortogonalne orjentisane prave, koje prolaze kroz tacku O obrazuju Descartesov pravougli
koordinatni sistem. Prave koje obrazuju pravougaoni koordinatni sistem nazivaju se koordinatne ose a njihova
zajednicka tacka O koordinatni pocetak.

Ako se koordinatne ose obiljeze sa Ox, Oy, Oz i orjentisu se kao na Slici 6.7a kaze se da one obrazuju desni
prostorni koordinatni sistem i nazivaju se respektivno apscisna osa, ordinatna osa i aplikativna osa, odnosno
xr—osa, y-osa i z—osa. Jedinitne vektore (ort—vektori ili ortovi) koordinatnih osa Oz, Oy, Oz, (Slika 6.7b)
oznacavacemo sa i, j i k.

Pokazimo kako se tacka a zatim i vektor predstavljaju. Posmatrajmo Sliku 6.6, tj. slu¢aj u ravni (z = 0).
Tacka M ima koordinate 4 i 3, 4 je njena x—koordinata i to je udaljenost od y—ose, dok je 3 njena y—koordinata i

o
to je udaljenost od z—ose. Na ovaj nacin jednoznacno je odredena tacka u ravni. Vektor O M mozemo predstaviti
u bazi (i, 7) pomoc¢u ovih projekcija tacke. Sa Slike 6.6 vidimo da je

OM = 4i + 3].

Na isti na¢in mozemo predstaviti tacku u prostoru, samo $to imamo jednu dodatnu koordinatu, u ovom
slucaju z. Odredimo ortogonalne projekcije tacke M na koordinatne ose, u ovom slu¢aju to su zq, yg, 29, Slika

o
6.7a. Vektor OM mozemo predstaviti kao linernu kombinaciju

Py - - >
OM = zgi + yoJ + 20k.
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M(4,3)

N
<.

&
N\
Attt

N

J

<.

0,0) i i i

Slika 6.6: Predstavljanje vektora u ravni

z
20 20 )
o .]\/1('%07310720) o ]\/j($07y0,20)
B
k
; J
(0,0,0) Wy % 0,0,0) LYY
Ty ']VIO<$O7y07O) o ’AIO('/I:O’Z/O’O)
z T
(a) Pravougli koordinatni sistem (b) Vektor OM
Slika 6.7

—_ o 5 -
Osim notacije OM = xgi + yoj + 2ok koristimo i sljede¢u notaciju

—
OM = (0,0, 20)-

Inace vektor OM naziva se i vektor polozaja tacke M.
—_—
Ako su date dvije tacke M, (21,91, 21) 1 My(x9,ys, 29) Slika 6.8. Kako izraziti vektor M; My? Vidimo da je

OM2 = OMl + M1M2 Sada je

z M,

M

Slika 6.8

M1M2 = OM2 - OMl = (1‘224‘ ygj + Zgl_é) - (3717?4‘ yl.; + le_f.)
= (z2 —21)i + (Yo —91)j + (22 — 21)E.

Dakle, ako su date koordinate pocetne i krajnje tacke vektora, njegove koeficijente ra¢unamo tako sto od

koeficijenata krajnje tacke oduzimamo koeficijente pocetne tacke.
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PRIMJER 6.1.
Ispitati da li su vektori a = (4, —6,10) i b= (=6,9,—15) kolinearni.

Rjesenje:

Znamo da su dva vektora kolinearna ako leze na istom nosac¢u (pravoj) ili se mogu paralelnim pomjer-

anjem dovesti na isti nosa¢. Ako leze na istom nosacu onda je
Ei = kb = (a17a27a3) = k(b17b27b3)7

dva vektora su jednaka ako su im odgovarajuéi koeficijenti jednaki pa je

ay = kb, = 2L =k,
by

4y = Kby & 2 =
by

ag = kbg = 3 = k,
b3

pa dobijamo produzenu proporciju

a; Gz ag

E = E = E = k (62)

Sada samo treba ispitati da li koeficijenti vektora zadovoljavaju prethodnu proporciju. Vrijedi

4 -6 10 2

-6~ 9 -1 3

dakle vektori su kolinearni.
PRIMJER 6.2.
Odrediti parametre o i 8 tako da vektori a = (, 1, -4) i b= (3,4, 8) budu kolinearni.
RjeSenje:
Koristimo ponovo uslov (6.2)

a 1 -4

3747 B

a 1 3

3T1°°°

1 -4

Vi 7 = [ =-16
PRIMJER 6.3.
Razloziti vektor a u pravcu vektora bi ¢, ako je a = 3p — 26,5 =-2p+qic="Tp—4q.
RjeSenje:
Vrijedi

a=ab+ B¢
3p—2q¢ = a(=2p + q) + B(7p - 4q)
3p—2¢ = (-2 +7B)p + (a — 4B)q,
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izjednacavajuéi koeficijente dobijamo sistem

3=-2a+73
-2=a-48,

¢ijim rjeSavanjem dobijamo o = 2, 5 =1, pa je

a=2b+¢

PRIMJER 6.4.
Ispitati linearnu zavisnost vektora a = (1,2,0), b = (2,-4,1), ¢ = (1, -1, -1).
RjeSenje:

I nacin—rang matrice
Formirajmo matricu ¢iji su elementi jedne vrste upravo koeficijenti jednog od vektora, druge vrste koefici-
jenti drugog vektora, itd. Zatim odredimo rang te matrice. Vrijedi

12 0y /1 2 0 /1 2 0
Ao (2 -4 1) . (0 -8 1) . (0 -8 1)
1 -1 -1/ \o -3 -1/ \o o0 11/

dakle rang A = 3, tj. imamo tri nezavisne vrste ili kolone, a poSto su u matrici elementi vrsta koeficijenti
od vektora to su nasi vektori nezavisni.

IT naéin-sistem homogenih jednagina Vektori a, l;,
ima samo trivijalno rjesenje, tj. za a = f = vy =
zavisni. Vrijedi

¢ su linearno nezavisni ako jednagina aa + 8b + ¢ = 0
0, u suprotnom, ako ima i drugih rjeSenja, vektori su

aa + ﬂg +yc=0<
a(i+2)) + B2 —4j+k)+y(G-j-k) =0 =
(a+28+7)i+ (20— 48 —7)j + (8 —~)k = 0, (0 predstavlja nula—vektor),

iz posljednje jednakosti dobijamo sistem

a+28+v=0
20 =48 -7 =0
ﬂ -0 = 07
vrijednost determinante je
1 2 1
2 =4 =li_qy 40,
0 1 -1

dakle sistem ima samo trivijalno rjesenje « = 8 = v = 0. Pa zaklju¢ujemo da su posmatrani vektori
nezavisni.

6.1 Skalarni proizvod

DEFINICILJA 6.6.

Broj, odnosno skalar
|z]y| cos £(z,y)
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SKALARNI PROIZVOD

naziva se skalarni proizvod vektora z i ¢ i obiljezava
T-y.
Dakle vrijedi
x -y = ||yl cos 4(z,y),

gdje je £(%,y) ugao izmedu vektora Z i y.

Skalarni proizvod je binarna operacija, koja nije zatvorena, posto rezultat proizvoda Z - ¥ nije vektor nego

skalar.

nosac vektora z). Sada je
x -y = |z|projz v,

vrijedi i

-y = |yl proj;

A o
7 B

projz i T

Slika 6.9: Projekcije vektora
Osobine skalarnog proizvoda date su u sljedecoj teoremi.
TEOREMA 6.2 (Osobine skalarnog proizvoda).

Neka su 2, y, Z proizvolini vektori, a « je proizvoljan skalar. Vrijedi

(1) 2-y=y-;

(2) 2-(y+2)=z2-y+2-2
(3) (az)-y = alz - y);

2 = 122
(4) z-2 = |z|;

(5) |2yl <|2| - |y|, (Cauchy-Schwarzova nejednakost).

Dokaz. Dokazimo samo osobinu (4). Na osnovu definicije skalarnog proizvoda je

Primjetimo da je |y| cos (7, y) ortogonalna projekcija vektora 4 na osu vektor  (ili preciznije na pravu ili

-7 =|z|-|Z|cos &(z,2) = |Z| - |Z]| cos 0 = |Z| - |Z| = | 7]
O
Imajuéi u vidu da je cos0 = 1, cos 90° = cos% = 0, izracunajmo skalarne proizvode sa ortovima i, 5 k.
Vrijedi
i-i=1i]]ilcos0O=1-1-1=1,

g3 =13l 1lcos0 =1,

k-k=|k|-|F|cosO=1,
90
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i-j=7-i=lil|jleosz =1-1-0=0,
T E=k 2=|Z|-|E|cosg_o,
joh=k-=1il"|klcosg =0
Dakle vrijedi
ivi=j-j=k-k=1 (6.3)
1
i-j=j-i=i-k=k-i=j-k=k-j=0. (6.4)

U sljedecoj teoremi date su neke geometrijske osobine vektora, koje mozemo iskazati preko skalarnog
proizvoda.

TEOREMA 6.3.

Neka su 2, y proizvoljni vektori. Vrijedi

. oLl
(1) |z| = (z-x)2 (dufina, intenzitet, modul ili norma vektora);

m, (ugao izmedu vektora, odnosno kosinus ugla izmedu vektora);
Ty

Iy
|yl

(2) cos4(z,y) =

, Y # 0; (projekcija vektora ¥ na vektor y);

(3) proj;z =

47 Llye=(x-y=0,7+0Ay#0), (ortogonalnost vektora).

Kako koristimo ortonormiranu bazu, tJ bazu kOJu Cine vektorl z j, k pokaznno kako se racunaju vrijednosti
iskazane u prethodnoj teoremi. Neka su = Ty + To) + xgk ig=yi+ys] + ygk Tada je

g = (@10 + @) + 23k) - (Y1i + yoj + ysk),

8y

a kako vrijedi (6.3) i (6.4) to je
Ty =31y + Tays + T3Ys

pa je sada

a kako je 7 - & = |Z|® to dobijamo

Vrijedi
T1Y1 + Toys + T3Y3

2, 2., 2 /2, 2. 2
\/931 + x5 +953\/Z/1 +ys + 3

cos £(z,y) =

- T1Y1 T TaYz + T3Ys

proj; x =
Vi +y5 + 3

te

.’EJ_:l_j@(.’L'ly1+$2y2+"E3y3=0,5?50/\:[_/'#:0 )

Samir Karasuljié¢ 91



POGLAVLJE 6. VEKTORI 6.1. SKALARNI PROIZVOD

PRIMJER 6.5.

Dati su vektori a = (-1,2,1) i
Izragunati (a) |a|; (b) |b]; (c)
Rjesenje:

b=(1,-3,2). )

a-b; (d) cos «(a,b); (e) proj; b.
Vrijedi

(a) la] = /a3 +a3+a3=vVI+4+1 =6

(b) 1Bl = o2 + 03 + 82 = VI+ 0+ 4 = VIT;

(€) @-b=aby +ashy +agbs = (-1,2,1) - (1,-3,2) = =1 — 6 + 2 = —5;

a1b1 +a2b2 +a3b3 _ (—1,2,1)'(1,—3,2) _ -1-6+2 _ -5

(d) cos £(a,b) = = = o
Val+ a2 +a2\ o2 +b3+02 VI+4A+1VI+9+4 V6vid V84

b -5

|al

ISK?

(e) projzb =

ey

PRIMJER 6.6.
Izracunati unutrasnje uglove i obim trougla trougla A ABC ¢ija su tjemena A(2,—1,3), B(1,1,1), C(0,0,5).
RjeSenje:

Vidjeti Sliku 6.10, vrijedi

X5 40 = | A8 - [16] cose o coma = 2L AT
] i
B_1)4~B—C)’= |B_1)4| . |B_C)'|cosﬁd=cosﬂ= ﬂ
BE:

Uglove o i B ra¢unamo koristeéi prethodne formule, dok tre¢i ugao mozemo iz o + 8 + v = 7. Dalje je

— — —_—
AB = (-1,2,-2), BA=-AB = (1,-2,2)
R

AC = (-2,1,2)

—

BC = (-1,-1,4)

pa je

(_1323 _2) * (_27172)
cosa = 0= a=—
Vitd+4a/Ji+1+4 2
_(1,-22)-(-1,-14) V2 _ 7

COS = =
g Vitd+4/i+1+16 2

y=r—a-0= %
Obim trougla je

O=|E’+‘B_(f|+|0_f4|=\/1+4+4+\/4+1+4+\/1+1+16=6+\/1_8=6+3\/§.
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€(0,0,5)

L 4 a /8 2 d
A(2,-1,3) B(1,1,1)

Slika 6.10: Trougao AABC

PRIMJER 6.7.
Date su tacke A(3,3,-2), B(0,-3,4), C(0,-3,0), D(0,2,—4). Izracunati proj;3 CD.
Rjesenje:

Sa Slike 6.11 je

. =g
projz3 CD

— —_—
cosp = pa je projzz CD = |CD] cos o,

—
|CD|
CD-AB
znamo da je cos p = cos ==——=—=-, pa je
ICDI||AB|

CD-AB CD-AB
projﬁCD=|CD| ———a—
|CD||AB| |CD]|

—_— — —
Odredimo sada AB, CD, |AB|

CD = (0-0)i + (2= (=3))] + (=4 — 0)k = (0,5, —4),
AB = (0-3)7+ (=3 =3)] + (4 — (=2))k = (=3, -6,6),
|AB| = V9 + 36 + 36 = 9,

pa je na kraju

projos O = (0,5,-4) -9(—3, —6,6) _ 0 - 38 -2 _
D(0,2,—4)

C(0,-3,0) L

A(3,3,-2) proj == B(0,—3,4)

Slika 6.11: Projekcija vektora

Vidimo da na Slici 6.11 vektori nisu dobro orjentisani, zbog negativne projekcije.
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POGLAVLJE 6. VEKTORI 6.2. VEKTORSKI PROIZVOD

6.2 Vektorski proizvod

DEFINICIJA 6.7 (Desni triedar).

Kaze se da tri nekomplanarna vektora a, b, ¢ sa zajednickim pocetkom obrazuju redom desni triedar ako se
rotacija vektora a prema vektoru b, najkraé¢im putem, posmatra sa kraja vektora c vrsi suprotno kretanju

kazaljke sata Slika 6.12a.

Na sli¢an naéin definise se lijevi triedar koji obrazuju tri nekomplanarna vektora a, 5, ¢ sa zajednickim pocetkom
Slika 6.12b.

oL
o

b

a
(a) Desni triedar vektora a, l;, ¢ (b) Lijevi triedar vektora a, 5, c

Slika 6.12

DEFINICLJA 6.8 (Vektorski proizvod).

Ako je ng jediniéni vektor normalan na ravan koju obrazuju vektori # i ¢ pri éemu z, 3 i ny obrazuju desni

triedar, onda se vektor
2]yl sin £ (2, y)no

naziva vektorski proizvod vektora x i y i obiljezava sa x X y.

Dakle, vrijedi

z x y = |||yl sin £(z, 7)o

|2 x yj| = |z]|yl| sin £(z, ).

Dakle, vektorski proizvod dva vektora &, y je vektor z, koji normalan na ravan koju obrazuju vektori

-

y, intenzitet mu je jednak povrsini paralelograma koji formiraju vektori £ i y, a smjer mu je takav da z, y

obrazuju triedar desne orjentacije.
Akoje ¢4 = ax bi ¢y = bx a, medusobni raspored vektora prikazan je na Slici 6.13.

T i
1z
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51=6><b
b
a
EQ:bX&'

Slika 6.13: Vektori ¢; i ¢y

Kako ortovi 7, j, k obrazuju triedar desne orjentacije, kao na Slici 6.14 te na osnovu definicije vektorskog

-

k

<.

~

4

Slika 6.14: Ort—vektori ¢, J, k

proizvoda dobijamo

ixi=0 ixj=k ixk=—-j
jxi=—k ixji=0 ixk=1i
kxi=] kxj=—-i Exk=0

Vrijedi sljedeca teorema.

TEOREMA 6.4 (Osobine vektorskog proizvoda).

Ako su T, y, z proizvoljni vektori i o je proizvoljan skalar, onda je
(1) exy=-yxa;

(2) (az) Xy =2 x (ay) = (T X y);

Ny

(3) tx(Y+2)=TXy+x X2
Ako su vektori z, y dati u ortonormiranoj bazi, tj. = (x1,x9,23) iy = (y1,¥2,y3) tada je
T Xy = (212 + 225 + x3k) X (Y17 + Yo7 + ysk)

= (@ay3 — 23921 + (2391 — 2193)] + (2192 — Y172k

Posljednju jednakost mozemo pisati u obliku determinante

~
<
T

1 T2 T3
Y1 Y2 Y3

S
X
<,
1]
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POGLAVLJE 6. VEKTORI 6.2. VEKTORSKI PROIZVOD

Primjena vektorskog proizvoda. Iz same definicije vektorskog proizvoda proizilazi da je intenzitet
vektorskog proizvoda Z i 4 jednak povrsini paraleograma koju formiraju ova dva vektora. Ako oznaéimo sa P
ovu povrsinu, vrijedi

P=|zxy|

<y

z
Slika 6.15: Povrsina paralelograma
U slu¢aju da su vektori # i y paralelni ili ako imaju isti nosa¢ tada je
axy =0,

jer je 4(Z,y) = 0, pa je sin&(7,y) = 0 (£ x y = |Z||y| sin £(Z,y)ng). Pa koriste¢i vektorski proizvod mozemo
ispitati kolinearnost vektora, tj. vrijedi

eXy=0= (Z||y,2+0Ay%0).

PRIMJER 6.8.

Ako je |a| = 10, |b] = 5, @ - b = 12, izracunati |a x b|.

RjeSenje:
Vrijedi

o 5 e a-b 12 6

a-b=a||lb|cosp < cosp = —= = —= = ==,

la]|b] 50 25
. . 6 \2

la x b| = |a||b||sine| =5-10y/1 - (2—5) = 2v/589

PRIMJER 6.9.

Izrac¢unati povrsinu i visinu ho trougla AABC, ¢iji su vrhovi A(1,2,3), B(-2,5,4), C(2,5,8).
RjeSenje:

Vidi Sliku 6.16, povrsinu trougla racunamo

1 1 - —
Ppagc = 53Paasep = 5|AB X AC|.
Vrijedi
—
AB = (=3,3,1)
—
AC = (1,3,5)
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wW WSy
Ol = I

— — | _g . L.
ABx AC=| 7 = 127 + 167 — 12k

1 1 1
Paapc = 5|AB x AC| = 5122 + 167 + 122 = 5v54d = 2V34.

Povrsina trougla je Pa apc = 2v34.
s
Visinu mozemo izra¢unati i na drugi na¢in Py apc = %|AB| - he, pa je

j = 2Passc _ 434 434 4646
|AB| VO+9+1 V19 19 7

4v646
19 -

visina je hg =

C(2,5,8)

he

B

A(1,2,3) B(—2,5,4)

Slika 6.16: Povrsina trougla

PRIMJER 6.10.
Izracunati projekciju vektora a = (3, —12,4) na vektor b = ¢ X d, ako je ¢ = (1,0,-2), d = (1,3, —4).
Rjesenje:

Izra¢unajmo prvo vektor b = ¢ X d

-
b=|1 0 —2|_67+27+3k
1 3 -4

sada je projekcija
o . a-b (3,-12,4)-(6,2,3) 6
pro‘]z = — = = =

1] V62 + 22 + 32 v

PRIMJER 6.11.

Neka je |a| = 5, [b| = 5, 4(a,b) = T, izracunati povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima
m=2b—ain=23a+2b
Rjesenje:

[ x 7| = [(26—a) x (3G + 2b)| = |6b X a + 4b x b—3ad X @ —2a X b|
=0 =0
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L. .. . .- 2
=|6b><a+2b><a|=8|bxa|=8|b||a||sin4(a,b)|=8-5~4~§=100\/§.

PRIMJER 6.12.

Odrediti jedini¢ni vektor koji je normalan na ravan odredenu vektorima a = (1,1,0), b = (1,-1,1).

Rjesenje:
i j k
- |1 1 0|_2_ = o7
= =i—j -2k
S I R I
. o i-j-2% 14+ 1+ 2. (1 1 2)
== = =—j- — e =

N

=
—
+ .
—
+ (| o
=~

6.3 Mjesoviti proizvod tri vektora

Neka su data tri nekomplanarna vektora a, b, ¢ i vektor d normalan na vektore a i b. Pomnozimo li prvo a i b
vektorski, a zatim a X b pomnozimo sa ¢ skalarno, dobijamo mjeSoviti proizvod

(axb)-c,

tri vektora a, bic. Ova tri vektora konstruisu (razapinju) paralelopiped Slika 6.17. U ovom slucaju a, bic.
obrazuju triedar desne orjentacije. Povrsina baze paralelopipeda (Slika 6.17 paraleogram obojen sivo) jednaka

je |a x b|, dok je visina h jednaka h = projsc. Pa je sada

(@xb)-c=|axbldy-c=laxb|projg ¢=|axbh=V,
gdje je d’o = %.
Sa druge strane, u slu¢aju drugacije orjentacije, tj. kada vektori a, 5, ¢ obrazuju triedar lijeve orjentacije,
projekcija projg, ¢ bi bila negativna. U ovom sluéaju,

V=—(axb)-c

Odnosno, zapreminu paralelopipeda ra¢unamo
V =+(axb)-c

predznak biramo tako da zapremina ne bude negativna.
Ako su vektori @, b, ¢ dati u ortonormiranoj bazi i ako vrijedi a@ = (aq, as,as), b = (b1, bs,b3), ¢ = (¢1, ca, c3),
tada zapreminu racunamo

a; Gz ag
by by b3
¢ci C2 C3
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d

ol

S

a

Slika 6.17: Zapremina paralelopipeda

PRIMJER 6.13.

Odrediti parametar ¢ tako da vektori @ = (In(t — 2), —2,6), b = (t,-2,5), ¢ = (0, —1,3) budu komplanarni.

RjeSenje:
U sluéaju da su vektori a, b

, ¢ komplanarni, da leze u istoj ravni, njihov mjeSoviti proizvod bio bi jed-
nak 0. Pa iz uslova (axb)-¢=0

racunamo vrijednost parametra ¢, vrijedi

In(t-2) -2 6

(GxB)-¢& é ‘? g = —61n(t—2) — 6t +5In(t — 2) + 6t = In(t — 2) = 0

In(t-2)=0e e’ =t-2et=3.

PRIMJER 6.14.

Odrediti zapreminu tetraedra ¢iji su vrhovi A(3,1,-2), B(-4,2,3), C(1,5,-1), D(=5,-1,2). Kolika je
visina tetraedra ako se za bazu uzme trougao AABC? RjesSenje:

Vidi Sliku 6.18, paralelopiped kojeg razapinju vektori A_B), A_C)', AD podijelimo na dva dijela sa ravni,
¢iji je dio predstavljen crvenim paralelogramom OBEFC. Sada treba da izra¢unamo zapreminu tetraedra
Vr odredenog vrhovima A, B, C, D. Zapremina ovog tetredra predstavlja % zapremine prizme Vp odredene
sa vrhovima A, B,C,E, F,D.

Pa je
1 11
Vr=3Vp=3-3V=5%
V =+(ABx AC) - AD
B —
AB = (-7,1,5)
.
AC = (-2,4,1)
o
AD = (-8,-2,4)
-7 1 5
V- U I B |
(ABx AC) - AD = = 54,
-8 -2 4
1
VT=6'54=9
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Visinu ra¢unamo na sljedeéi nacin

1 3V
Vr = gPaapchp < hp = 5 L
AABC
i j ok
-7 1 5 ER R
P = = = —1 - - 2 k
253 g 4 1 9i — 33 6
|AB x AC| = /(=19)2 + (=3)2 + (-26)? = V1046

54 541046

i) = V1046 1046

Slika 6.18: Zapremina tetraedra

Zadaci za vjezbu

Linearna zavisnost vektora. Razlaganje vektora po bazi
1. Odrediti parametre u i v, tako da vektori @ = (u,1,-2) i b = (1,3, v), budu kolinearni.
2. Da li su vektori a = 4i — 6] + 10k i b = —67 + 9] — 15k kolinearni?
3. Akojea = (%, —%, %), odrediti z, z vektora b = (x,4,2), tako da a i b budu kolinearni.

4. Odrediti parametar k, tako da vektori a = (-1,3,2), b = (2, k, —4), clz (k,12,6), budu komplanarni. Za
takvu vrijednost parametra k razloziti vektor a po pravcima vektora b i c.

5. Ispitati linearnu zavisnost vektora @ = (1,-1,2), b = (4,2,0)i ¢ = (1,1,1).
6. Ispitati linearnu zavisnost vektora f,ﬁ%, n, a ako su zavisni razloziti vektor Inami n,

(a) [=(2,-1,-1),m = (=1,2,-1) 7 = (=1,-1,2); (b) [ =(1,1,1),m = (0,1,1),7 = (=1,0,1); (c)

Skalarni proizvod vektora
1. Dati su vektori a = (2,1,-2), b = (=1,4, 3). Izracunati |al, |b|, @ - b, £(a, b), projj a i proj; b.

2. Tjemena trougla su A(2,-1,3), B(1,3,-4), C(0,2,4). Odrediti unutrasnje uglove trougla i duzine stran-
ica trougla.

3. Neka je |a| = 3, [b] =6, £(d,b) = Z. Tzracunati |a + b| i [2a — 0.

4. Izracunati duzinu dijagonala paralelograma, ako su mu stranice vektori a = 2m + 4n, b= —3m+5ni
|m| = 22, |i] = 3, 4(m,n) = %.

5. Odrediti projekciju vektora d = 4a — 3b na vektor ¢, ako su a = (2,-1,3), b = (3,-2,1), ¢ = (2, —4,5).

6. Za koje su vrijednosti parametra m vektori a = (=2,1,m), b = (1, -2,3) ortogonalni.
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Vektorski proizvod vektora

1.
2.

3.

Ako je |a| =5, |b| =12 i a-b = 45, izracunati |a x b|.
Akojep=2a+b,d=a—2bild| =3, |b| =41 4(a,b) ==, izraéunati p X .

Stranice paralelograma date su vektorima p = —3a + 20, (j =3a+4bilal =2, |b| =31 4(a,b) = T
Izracunati povrsinu paralelograma i ugao izmedju dijagonala.

Izracunati projekciju @ = (2,1, —3) na vektor b = ¢ X a, ako je ¢ = (1,0,-2) i b= 1,3, —4).

. - - - =2 - - . - -, - - . . . . .
Neka je AB =3p—4q, BC =p+5qi|q| =|q| =1, &4(p,q) = §. Izracunati povrsinu trougla i visinu h,.
Dati su vektori a = (1,1, -1),b = (=2, -1,2), ¢ = (1,-1,2).

(a) Razloziti vektor ¢ po pravcima vektora a, b, a X b;

(b) Odrediti ugao koji obrazuju vektor ¢ sa ravni odredjenom vektorima a i b.

Mjesoviti vektorski proizvod

1.
2.
3.

Ispitati da li tacke A(1,2,-1), B(0,1,5), C(-1,2,1), D(2,13) pripadju istoj ravni.
Dokazati da su vektori @ = (—1,3,2), b = (2,-3,4), ¢ = (-3, 12,6) komplanarni.
Izracunati zapreminu tetraedra i visinu hp, ¢iji su vrhovi A(2,0,0), B(0, 3,0), C(0,0,6), D(2,3,8).

Razni zadaci

1.

2.

10.

11.

12.
13.

14.
15.

16.

17.

-

Dati su vektori a = —2p + 4¢, b = 2p — 24, 4(a,b) = %+ Izracunati |al, b], a - b, £4(a,b), proj;a i proj; b.
— — [ — — —_— —

Akoje |[AB| =2, |AC| = 4, £(AB, AC) = % itacka M je sredina duzi BC, izra¢unati AM preko AB, AC,

a zatim |H4|

Izrac¢unati ugao izmedju simetrala koordinatnih osa yOz i zOz.

Izracunati ugao izmedju vektora 2a — 4b i 3a + 2b, ako je a = (2,—1,3), b = (3, -2,2).

U trouglu A, ABC poznato je A(2,1,-3), AB = (2,-3,5), BC = (3,-2,4). Odrediti koordinate vrhova
B i C i koeficijente vektora AC' i 4.

Odrediti projekciju vektora a = (2,4, +/5) na osu koja zaklapa uglove o = %, b= % a sa z-osom tup ugao.
Izragunati povrsinu trougla &ije su dvije stranice vektori a = 45' —k+3kib= (5,-3,7).
Odrediti parametar A tako da vektori @ = 147 + Ak + 3i i b = (X, -2, A) budu okomiti.

Odrediti parametar k tako da vektori a = (=1,3,2), b= (2,k,-4) i ¢ = (k, 12 6) budu komplanarni. Za
tako dobijenu vrijednsot parametra k razloziti Vektor @ po pravcima vektora bic.

Dat je trougao ¢iji su vrhovi A(5,2,-4), B(9,-8,-3) i C(16,—6,—11). Odrediti povrsinu A ABC i un-
utrasnje uglove trougla.

Izracunati povrsinu nad vektorima @ = (2,1,—k) i b = (—=1,1,-7) i izracunati ugao izmedju vektora d i
a+ 2b.

Izracunati visinu paralelopipeda koju obrazuju vektori @ = (1, -4,5), b = (0,2,-4) i ¢ = (2, -2,1).

Dati su vektori @ = (2,-1,7), b= (0,-4,3) i ¢ = (-1, -2 + 1). Ispitati komplanarnost vektora. Ako nisu
komplanarni izracunati visinu tetraedra koju obrazuju vektori a, bi ¢, ako se za bazu uzmu vektori a i b.

Izra¢unati visinu paralelopipeda koju obrazuju vektori a = (1, -4,5), b = (0,2,-4) i ¢ = (2, -2,1).

Izracunati duzinu visine trougla koju obrazuju vektori a@ = (1, —4,5) i b = (0,2, —4) i to onu koja odgovara
stranici koja je odredjena vektorom a.

—_— —_— —_— —_—
Dati su vektori OA = (5,2,-1), OB = (1,-3,4), OC = (-2,1,3), OD = (2,6,-2). Pokazati da je
0 ABCD paralelogram i izracunati ugao izmedju dijagonala.

Data su tri tjemena paralelograma A(2,—1,0), B(3,4,1), C(=1,0,-1). Odrediti ¢etvrto tjeme i ugao
izmedju dijagonala.
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Poglavlje 7

Ravan 1 prava

7.1 Ravan

7.1.1 Jednacine ravni

Posmatrajmo Sliku 7.4a.

!

Slika 7.1: Ravan a

U pravouglom Descartesovom koordinatnom sistemu data je ravan «, odredena tackom My(xg,yo,20) i
vektorom n = (A, B,C), koji je normalan na ravan «. Nekaje M(z,y, z) proizvoljna tacka ravni o i neka je

- —_

r = OM njen vektor polozaja (vektor ¢iji je pocetak u tacki O a zavrSetak u tacki M). Vektor polozaja tacka
. - i . rr— - g nd Ind . - .

My je rg = OM,. Iz trougla AABC je MoM = OM —ODM, = r —rq. Kako je vektor n normalan na ravan samim

tim normalan je i svaku pravu i vektor koj leze u ravni «, te je tako vektor normalan 7 normalan i na vektor

T — 1. 1z poglavlja sa vektorima poznat je uslovZ L 3 & (-9 =0, 2 # 0,4 # 0). Ako sada iskoristimo ovaj

uslov dobijamo

A7 = 7y) = 0. (7.1)
Ako sada ozna¢imo 7 - 7y = a, onda (7.1) mozemo pisati u obliku
n-r=a (7.2)
Jednaéina (7.2) naziva se opsta vektorska jednacina ravni.
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POGLAVLJE 7. RAVAN I PRAVA
Napisimo sada vektore n, 7 i 7y preko koordinata, vrijedi n = AZ+B;+CI; r= xf+y3+zl§, o = x05+y05+zol;.

Sada iz (7.1) dobijamo
(A7 + Bj +Ck) - (& = 20)i + (y = y0)j + (2 = 20)k) = 0,

odnosno
Az — ) + B(y — o) +C(2 = 29) =0

ova jedna Cina predstavlja skalarna jednacina ravni kroz datu tacku sa poznatim vektorom normale. U ovoj
jednagini z,y, z su koordinate bilo koje tacke ravni, zq,¥g, 29 su koordinate poznate tacka, dok su A, B,C

koeficijenti vektora normale.
Dalje je
Az + By + Cz — (Axy + By + Czy) =0,
mozemo oznaditi —(Axg + Byg + Czy) = D, te dobijamo
Az + By+Cz+D =0 (7.3)
Jednakost (7.3) predstavlja opstu skalarnu jednacinu ravni.
Akoje A#0,B#0,C #0, D #0 vrijedi
x Yy z
Ar+By+Cz+D=0=2Arz+By+Cz=-Deo —F+—F+—F =1
A B T
r Yy .z
T g g 1 (7.4)

= n. Jednakost (7.4) predstavlja segmentni oblik jednacine ravni. Brojevi l,m,n

. D _; _D _ _D
gdje S A _lf B =" =] . .
su odjecci ravni o na koordinatnim osama z, y, z, respektivno Slika 7.2.
z
n

x
Slika 7.2: Ravan « sa odsjeccima (segmentima) I, m,n

Jediniéni vektor, u oznaci ag, proizvoljnog vektora a dobijamo tako §to vektor @ podijelimo sa njegovim

|®1

intenzitetom |al|, pa je
6_1:0 =

o

Neka je 7 jediniéni vektor, i neka vektor 7, zahvata uglove «, 3,7 sa x,¥, z osom respektivno, tada je sa
(7.5)

Slike 7.3
Proj, ng = €Os v, Proj, ny = cos 3, proj, ng = cos ",
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Tig = cos ai + cos 3] + cos k. (7.6)
’ﬁo ﬁo ﬁO
«@ B v
proj, 7o x proj, o Yy proj, o z

(a) (b) (c)

Slika 7.3: Projekcije jediniénog vektora ng na x,y i z osu

Kako je 7 jedini¢ni vektor (|7ig| = 1), vrijedi 79| = v/cos® a + cos? B + cos? v i
cos” o + cos” 8+ cos’ v=1

Posmatrajmo Sliku 7.4.

—
3
NU
hl

P
¢ - - - - - - - - - - .
Projg, v
7 .
R o
o
(0] 0]

(a)

Slika 7.4: Projekcije vektora 7 na jedini¢ni vektor ng

Vektoru normale 7 odgovara jediniéni vektor ng. Posto radimo sa slobodnim vektorima, prenesimo vektor
no U koordinatni pocetak, kao na Slici 7.4a. Duzina duzi |OP|, tj. rastojanje ravni od koordinatnog poéetka,
jednaka je apsolutnoj vrijednosti projekcije vektora 7 na osu na kojoj lezi vektor ng. Ova osa normalna je na

ravan o.
Dakle vrijedi

projﬁ()?:: +|OP| = —
ozna¢imo ovu projekciju sa p, pa je sada

Ako se sada vratimo u jednacinu ravni (7.2),

n-r a n . a . . a
S =TT S o rTE 5 SNy = S,
Inl Inl  no n| In]
a kako je pokazano ng - 7 = p, to
ﬁO’F=p 5 (77)
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predstavlja normalnu Jednacma ravni u Vektorskom obliku.
Kako je 7 = Ti+ Yy + 2k i Ng = oS i + cos ﬁj + cos 7k i poslije mnozenja ova dva vektora u (7.7), dobijamo

xecosa+ycosf+zcosy—p=0 (7.8)

a ovo normalna jednac¢ina ravni u skalarnom obliku.
Da bi izveli jo§ jedan oblik jednac¢ine ravni, posmatrajmo Sliku 7.5. Neka je data ravan « i tri tacke ravni
- - - - —_—>
a, i to Mo(wo, Y0, 20), M1(71,91,21), Ma(z2,92,22). Neka vrijedi la= MM, b= MM, ro = OMy, 7 = OM
—_
i M € . Jasno je da vrijedi MOM =7 — 1y, te da su vektori a, bir— 7o linearno zavisni posto pripadaju istoj
ravni «. Zbog toga vektor 7 — 7, mozemo predstaviti kao linearnu kombinaciju vektora a i b drugim rijecima
postoje realni brojevi u i v (zvacemo ih parametri) takvi da je

r— 1o = ua + vb,
ili

T = 7o + ud + vb. (7.9)

Mijenjajuéi koordinate tacke M (M ostaju u ravni «) mijenjaju se i vrijednosti parametara u i v, zato
jednacinu (7.9) zovemo vektorska parametarska jednacina ravni.

)

Slika 7.5: Tri tacke u ravni

Prelaskom na koordinate dobijamo
T = xo + ua; + vby
Y = Yo + uas + vby (7.10)

z = 2o + uas + vbs,

gdje su @ = (ay,as, az) i b= (by,bo, bs). Jednacine (7.10) predstavljaju parametarske jednacine ravni.
Ako iskoristimo uslov komplanarnosti vektora MM, MoM,, MoMy, tj. (MOM x MOMl) . MyM, = 0,
dobijamo jednacinu ravni kroz tri tacke

T =T Y=Y 2= 20
T1—%o Y1~-Y 21720 |-, (7.11)
Ty —Zo Y2—Y 22— %20

PRIMJER 7.1.
Napisati sve oblike jednacine ravni koja je odredena tacakama My(1,1,0), M;(—=2,0,4), M>(2,3,-1).

RjeSenje:
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RAVAN

o _— L, — —— ——
Vidi Sliku 7.6, odredimo prvo vektore rq = OMy, r = OM, MqM;, MyM,

7:0 = (17 1a0)
r=(z,y,2)
_—
MyM, = (—37 _1a4)
_—

M0M2 = (172 - 1)7

sada vektor normale 7,
J
- > | ] 2 -1 |_
Ny = MOM2 X M()Ml = 3 1 4 = (7, _1,5).

e Za oblik jednacine ravni n, - (5 —79) = 0
(Ti—j+5k)- (F=i—7) =0,

e zan, -r=alje .
(—==Ti—7+5k)-7=—6,

o za A(x —xg) + Bly —y9) + C(2 — 2p) =0 je
T(r—-1)—-(y—1)+5(z=0) =0,

e za Ar + By + Cz =0 je
Tr—y+5z—6=0,

ezaf+ L+ Z=1je
l m n

e zaxcosa+ycosf + zcosy —p =0, vrijedi

ﬁa'FO (7,_175)(131a0) _ 6

P e T UbD+ixmd VB
7
cos = —— = ——
Ina| V75
B -1
cosff = 5 = —
Ina| V75
cos . ¢ 5
"7 el T VT
pa je jednacina ravni u ovom slucaju
7 N —1+ 5 6 0
T—— —tz—=—-—=
N R - A

I —_— —_—

® zar=rg+ UMOM2 + UMoMl je
F=i+)+ul+2]—k)+0v(=3i - +4k),

e parametarski oblik

r=14+u—-3v
y=1+2u—-v

z = —u + 4w,

Samir Karasuljié¢
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e jednacina ravni kroz tri tacke
z—1 y-1 z—0
-2-1 0-1 4-0 0
2-1 3-1 -1-0

Slika 7.6: Ravan a

7.1.2 Rastojanje tacke od ravni

Neka je data ravan o : Az + By + Cz + D = 0 i neka tacka M (x5, s, 22) pripada ravni M € «, tada vrijedi
Azxs + Bys + Czo + D = 0, tj. koordinate tacke M zadovoljavaju jednacinu ravni «. Zanima nas kako da
izracunamo rastojanje neke tacke, koja ne pripada ravni, od ravni. Posmatrajmo Sliku 7.7. Tacka Q(z1,y1, 21)
ne pripada ravni. Kako da izra¢unamo rastojanje d tacke ) od ravni . Spustimo normalu iz tacke ) na ravan,

Q

Qo M
o

Slika 7.7: Rastojanje tacke od ravni

dobijamo tacku Qq(zg, Yo, 20). Posto tacka @, pripada ravni a njene koordinate zadovoljavaju jednacinu ravni
Axg+ Byg+Czy+ D =0,
ali Q ¢ o, pa je Az, + By + Cz; + D # 0. Vrijedi nn = Ai + Bj + Ck i za vektor ¢ija je pocetna tatka Qg a
krajnja Q, Q@ = (z1 — 20)i + (y1 — yo)J + (21 — 20)k- Sada je
Axl+By1+C’z1+D=A:c1+By1+Cz1+D—(Ax0+By0+CzO+Q)
=0
= Ay = 20) + By = 90) + a1 = 2) = i - Qo = Iii| |06 cos (i, Qo)

L, — L, — —_—
a kako su vektori n i Q@ kolinearni, to moze biti cos £(n, QoQ) = £1, i |Q0Q| =d pa je
A(ﬂl + Byl + CZl +D = ilﬁld,
i zbog

|n| = VA% + B% + C?

dobijamo

d (7.12)

_ A$1+By1+021+D’
VA2 + B? 4+ (C?

Jednakost (7.12) predstavlja obrazac za racunanje rastojanja tacke od ravni.
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PRIMJER 7.2.
Izracunati visinu piramide h, ¢iji su vrhovi S(0,6,4), A(3,5,3), B(-2,11,-5), C(1,-1,4).
Rjesenje:

Visinu mozemo izracunati kao rastojanje tacke s od ravni koja je odredena tackama A, B,C. Odredimo
prvo jednacinu ravni kroz ove tri posljednje tacke. Vrijedi

T—Tog Y—Yo 22— %o z—3 y—-5 z2-3
Ty —To Y1—Yo 21 —%2 || 9O 6 -8 =0,
To—%g Y2—Yo 22~ 20 -2 -6 1

paje2r—y—2z+5=0,dakle A =2, B=-1,C =-2, D =5. Rastojanje je

= Ams+Bys+Czs+D‘_‘0—6—8+5
VA? + B? + C? Va+1+4

7.1.3 Ugao izmedu dvije ravni
Neka su date dvije ravni
a:Ax+Biy+Ciz+D; =0
B Asx + Boy + Coz + Dy = 0.
Ako se I‘&VIli a i B sijeku tada se ugao ¢ izmedu ove dvije ravni definiSe kao ugao izmedu njihovih vektora
normala n, i ng. Kako je
ng = (A1, By, C1),
ﬁﬁ = (Ag, By, Cs),

fiaiig

———_ odnosno
I llnig]

pa je cos¢ =

AAs + B1B
e = 143 + B1By + €10, (7.13)

\/Af + B} + Cf\/Ag + B3 +C3

U slucaju da su ravni paralelne « || 3, vektori normala n, i ng su kolinearni, to je ekvivalentno uslovu

A B _ G
Ako su ravni a i 8 okomite, tj. « L 3, to je ekvivalentno uslovu
A1A2 + BlBQ + Cng =0 (715)

PRIMJER 7.3.
[zradunati ugao izmedu ravni o : x +3y —42+5=0i B : 2x + 2y + 22 -7 = 0.
RjeSenje:

Vektori normala su 1, = (1,3,-4) i ng = (2,2,2). Oznacimo ugao izmedu ovih ravni ¢ = £(7,, ).
Vrijedi

Mo g _ (1,3,-4)-(2,2,2)

[7allngl 12+ 3% + (—4)2v2% + 22 + 32

cos ¢ =
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_ 2+6-8 ~0o
Jisyiz
paje ¢ = 7.
7.2 Prava

Neka kroz datu tacku My(zg, yo, zo) paralelno sa vektorom a = (I,m,n) prolazi prava p, Slika 7.6. Ova prava
JEa—

. o —_—
je jedinstvena. Sa slike vidimo da je MyM = r —ry te da je MyM || a, a kako se radi o slobodnim vektorima to

Slika 7.8: Prava

su r —rqg i a linearno zavisni, te mozemo r — rq izraziti preko a i obrnuto, t;j.
r—ry=1ta
odsnosno

r=rg+ta, tER (7.16)

Jednacina (7.16) je parametarska vektorska jednacina prave. Vektor a zove se vektor pravca prave p.
Kako je ¥ —7¢ || @ to je a X (¥ — 7y) = 0, a ako oznaéimo b = a X r, dobijamo jednakost

Ax7=b (7.17)

koja predstavlja opstu vektorsku jednac¢inu prave. U posljednoj jednaéini prave (7.17) vektori a i b su dati, dok
je 7 vektor polozaja proizvoljne tacke prave, ovom slucaju p.
Neka su z,y, z koordinate tacke M € p, a xg, yg, 2o su koordinate tacke My iz jednakosti (7.16) dobijamo

T =x9+ It
Yy =Yyo+mt (7.18)
z=2zy+nt,teR.

Jednakoséu (7.18) date su parametarske jednacine prave u skalarnom obliku. Sada iz jednacina datih u (7.18)
izrazimo parametar ¢

Tr—x
r=x9g+ilt =t= ZO
_ _Y—Yo
Yy=ygt+mt=t= m

Z— 20

z=zp+nt =t =
pa dobijamo

=Ty Y—Yo _ 2~ %20
l - m T n

(7.19)

Posljednje jednakosti predstavljaju kanonske jednacine prave.
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Pravu mozemo predstaviti i kao dvije ravni koje se sijeku. Neka su date ravni

a1:A1x+Bly+Clz+D1=O
2:A2$+32y+CQZ+D2=O7

koje se sijeku, tada

{ A1I+Bly+Clz+D1 =0 (720)

A2$+Bgy+CQZ+D2—O

predstavlja jedna¢inu prave Slika 7.9.

(€3]

Q2

Slika 7.9: Prava p u presjeku dvije ravni aq i as

PRIMJER 7.4.

20 —y—2—-4=0 L
Pravu p : napisati u
20 =3y —22+7=0
(a) kanonskom; (b) parametarskom obliku.
RjeSenje:

Jednacina prave u kanonskom obliku je

I - m ~  n

T—Zo _ Y~ Y _ 2~ %0

Potrebno je da odredlmo vektor _pravca a=(l,m,n)itacku M (xo, 1o-20) koja pripada pravoj. Odredimo
prvo vektor pravca a prave kao a = n,, X nB, gdiesua:2x—y—2—-4=0p:2x—-3y—2z+7=0. Posto
je g = (2,-1,-1) ng = (2, -3, —2), vrijedi

i ik
G = g X 15 = ; —;) —; = 7+ 2] - 4F.

2r—y—2—-4=0

Tacku M dobi¢emo rjesavajuéi sistem 4 Sistem je neodreden i ima beskonacno
20— 3y — 22+ 7 =0.

mnogo rjeSenja. Svako rjesenje ovog sistema predstavlja jednu tacku prave p. Uvrstimo na primjer « = 0 i

rijeSimo sistem, dobijamo y = 15, z = —19. Pa je trazena jednacina prave u kanonskom obliku

=0 y-15 =2+19

-1 2 T -4
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Iz posljednje jednakosti je % = % = % =t pa je sada dobijamo parametarske jednacina prave
z—=0 _ e g = —t
1 - %=
- 15
o S =tey=2+15
+19
st =l 19

7.2.1 Uzajamni odnos dvije prave

Neka su date dvije prave p; i po u kanonskim oblicima

T—Ty Y- _ 22

b= ll - my - ny
P =Xy Y—Y 22
2 Iy mgy ng ’

gdjesua; = (I1,mq,n1)1ias = (I3, mg, ny) vektori pravea pravih p; i ps, respektivno i znamo da je My (21, y1,21) €
p1 i My(22,y2, 22) € po.

Ugao izmedu dvije prave
Pod uglom ¢ izmedu dvije prave smatramo ugao izmedu njihovih vektora pravaca, u nagem sluéaju ¢ = £(a,as),

pa

ay - a lily + mymg + nyn
cos ¢ = 1_1'1 22 _ 1t2 1Mm2 112 (7.21)
lax|laz| \/lf+m§+n§\/l§+m§+n§
U slucaju ¢ = 2, vrijedi p; L py = ay L dy, pa je
l1l2 + mimo + NNy = 0 (722)
Za ¢ = 0 sada je py || p» = ay || a, pa je
I my ny
| 2
l2 mo No (7 3)
Uslov komplanarnosti i uslov da se dvije prave sijeku
- - Cp——
Posmatrajmo Sliku 7.10. Ako su vektori a1, as i M7 M, komplanarni,
n
Y2
S
a a2
M1 M2
Slika 7.10: Prave p; i ps
tada je
Lo —T2 Y2—"Y1 22— 2
U e o=, (7.24)

Iy mo )

vrijedi i obrnuto. Sada mogu nastupiti dva slucaja, da se prave sijeku ili da su paralelne, t;j.
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1. Ako je ispunjen uslov (7.24) i ako su elementi druge vrste proporcionalni elementima treée vrste, tada su
prava paralelne p; || ps.

2. Ako je ispunjen uslov (7.24), ali ako elementi druge vrste nisu proporcionalni elementima treée vrste tada
se prave sijeku.

Rastojanje izmedu dvije mimoilazne prave
Mimoilazne prave su prave koje nisu paralelne i nemaju zajednickih tacaka.
Zapreminu paralelopipeda mozemo izracunati na sljede¢i nacin

N N E—
V= ((ll X GQ) . MlMQ

kao i
V= |Eil X Ein da
az
M,
D2 —
MM,
d
D1 — —
M1 al
Slika 7.11: Mimoilazne prave
pa je sada

(a1 X az) - My M,

— (7.25)
lay X as|

7.2.2 Uzajamni odnos prave i ravni

Neka su dati ravan « i prava p sa

a:Ar+By+Cz+ D=0

X T%o _Y~Y _ 2T %0

p * l m n )

gdje je n = (A, B, C) vektor normale ravni o, a = (I, m,n) vektor pravca prave p i tacka My(zo,v0.20) € p-

7l
p
o o «
s % slo
p p
(a) Prodor prave (b) Prava i ravan su paralelne  (c) Prava i ravan su okomite ¢ = 7

Slika 7.12: Odnos prave i ravni
Ugao ¢ (u nasem slucaju Slika 7.12a), prave p prema ravni «, racunamo kao

=% .
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Kako je cos = cos (1 - (;S) = sin ¢, to vrijedi

2

Al+ Bm + Cn

sin ¢ = (7.

VA2 + B2 + C2VI2 + m2 + n?

Ako su prava i ravan paralelne Slika 7.12b, vrijedi

pllae=alne Al+Bm+Cn=0

Ako su prava i ravan normalne Slika 7.12¢, vrijedi

oy l
plae=sallne —=

m
A~ B

Ql=

Da bi prava p C o potrebno je i dovoljno da vrijedi My € a A p || o, tj.

A$0+By0+CZO+D=O
Al+ Bm + Cn = 0.

26)

Tacku prodora S prave p kroz ravan «, Slika 7.12a, najlakse je odrediti tako §to pravu izrazimo preko param-
etarskih jednacina (7.18). Zatim promjenljive z, y, z u jednaéini ravni izrazimo preko jednacina (7.18). Dobijamo

Azxg+ Byg + Czy+ D+ t(Al+ Bm + Cn) =0,

odakle se rac¢una t.

Zadaci za vjezbu

1.
2.

Izrac¢unati ugao izmedju ravni o : —z +3y —2-4=015: -3z + 62 -6 =0.

Odrediti jedna¢inu ravni «, koja prolazi kroz tacke A(2,-1,0) i B(3,,2 —5), a normalna je na ravan

B:2x—y+3z—-7=0.
Izrac¢unati visinu piramide hg, ¢iji su vrhovi u tackama S(1,-2,3), A(2,-4,2), B(2,3,4), C(1,2,3).
Napisati jedna¢inu ravni koja prolazi kroz tacku M(-2,3,-1) i

(a) na koordinatnim osama odsijeca jednake odsjecke;
(b) prolazi kroz y—osu;

(¢c) prolazi kroz koordinatni pocetak i tacku A(2,1 - 5).

Izracunati jednacinu ravni u obliku 7 - n = «, koja je paralelna sa ravni 7 - (35— j + I;) = —5 i prolazi kroz

tacku M(0,1,2).

Napisati jednacinu ravni koja sadrzi tacke M (2,1, —1), N(-1,0,1) a okomita je na ravan 2z—y+42—1 = 0.

Napisati jednacinu ravni koja sadrzi tacke M (—1,1,2), N(0,2,1) a okomita je na ravan x —3y+4z—7 = 0.

2r—-y+32-4=0

cH2—z=1, napisati u

Pravu [ : {

(a) kanonskom obliku;

(b) parametarskom obliku.

—z—-y+32-4=0

9. Odrediti rastojanje tacke A(2,1,0) od prave [ : { Sw+2y—z=1.
. : : . 2-az _y-1_ -2z, .

10. Odrediti jedna¢inu ravni « koja sadrzi pravu p : 3 =5 =g | normalna je ravan « : 3x — 4y +

2z-1=0.
-2 +2 -2

11. Izrac¢unati jednacinu ravni kojoj pripada prava p : xT = yT = %, a paralelna je pravoj q : x_l =
y z+3
0~ 1 -
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Napisati jednaci koia sadizi =1 y+1 =z r+1 y z+1
apisati jednacinu ravni koja sadrzi prave p: —5— = =~ = 7i¢: — =5 = ——5

C e ~. . . . z—1 Y z+2
Napisati jednacinu normale povucenu iz tacke M (1,1,2) na pravu p: 3 =1 5 -

z—1 z+1

Napisati jednacinu ravni koja sadrzi pravu p : — = % =3 i prolazi kroz tacku M(2,1-,0).
- .. ~. Lo e . 20 +3y—2z—-5=0

Izracunati jednacinu ravni koja sadrzi tacu M(1,0,1) i pravu { T3y + 224220,

Data je jednacina prave date u vektroskom obliku 7 X (2i + j — k) = 2i — j + 2k. Odrediti odgovarajuéi

kanonski i parametarski oblik jednacine prave.

-1 y+2 2-5,

+3 -3
Odrediti najkrace rastojanje izmedju pravih p : z =Y i

2 1 - -1 'Yt Tz T
S . _ . _ -2 Y z+1
Odrediti jednac¢inu normale povucene iz tacke P(1,3,2) na pravu [ : Iy f i e

r—2 y—-1 =z+1
5 =1 =3 naravan x + 2y + z —3 = 0.

Odrediti jedna¢inu ortogonalne projekcije prave

Samir Karasuljié¢ 114



Poglavlje 8

Nizovi

Neka su N skup prirodnih brojeva i R skup realnih brojeva.

PRIMJER 8.1.

.4, 9,16, ...
L1t
’\/57 \/ga \/Z_l,

ay, Gz, a3, g, ...

DEFINICLIA 8.1 (Niz).

Svako preslikavanje a : N = R zove se realni niz.

Elementi skupa vrijednosti niza su a(1), a(2), a(3),...,a(n),... koje krace oznacavamo sa ay, as,...,ay,... 1
zovemo ih ¢lanovi niza. Za prvi red (8.1) iz Primjera 8.1 vrijedi a; = 1, ag = %, as = %, ... Clan niza a, je n—ti
¢lan niza ili opsti ¢lan niza. Niz je odreden ako mu je poznat opsti ¢lan. Broj n je indeks opsteg ¢lana. Niz se
obiljezava sa (a,), n = 1,2...ili (a,)ne; ili (a,), n € N ili jednostavno kratko sa (a,,). Skup N je domen ili
skup indeksa niza (a,,), dok se skup a(N) zove skup vrijednosti ili kodomen niza (a,,).

PRIMJER 8.2.

Ako je poznat opsti ¢lan niza a,, odrediti nekoliko prvih ¢lanova niza.

(a) 4y = ==, () @ = 2=, (¢) @ = n°,

Graficki prikaz niza Niz (a,,) na brojnoj pravoj predstavljamo tako $to ¢lanovima niza pridruzujemo odgo-
varajuce tacke brojne prave.
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PRIMJER 8.3.

Predstaviti na brojnoj osi nizove
(CL) ap = ﬁ: (b) apn = n_—l

Rjesenje:
(a) (an) =1, 3, 5,7, (vidjeti Sliku 8.1);
(b) (an) =0, 3, %,3,... (vidjrei Sliku 8.2).

-4 = a3 = ag = a; =1

=
(S
W=

Slika 8.1: Tacke niza ¢iji je opsti ¢lan a,, = S

a1:0 as =

([

aq =

win

1 —
2 3=

Slika 8.2: Tacke niza ¢iji je opsti ¢lan a, = %=%

Clanove niza mozemo predstavljati i u pravouglom koordinatnom sistemu.

PRIMJER 8.4.

oy . . 2 . 2 . Zn0 2 1
Predstaviti u pravouglom koordinatnom sistemu clanove niza ciji je opsti ¢lan a,, = —.

Rjesenje: Vidjeti Sliku 8.3.

ai

a.2

.

| 1 2 3 4 x

Slika 8.3: Clanovi niza u koordinatnom pravouglom sistemu ¢iji je opsti ¢élan a,, = %, predstavljeni su crvenim
tackama

DEFINICIJA 8.2 (Aritmeticki niz).
Niz (a,,) kod kojeg za svako n € N vrijedi a,,4+1 — a,, = d, d € R, naziva se aritmeticki niz.
Broj d je razlika ili diferencija niza. Opsti ¢lan ovog niz je
a, =a; + (n—1)d,
dok se suma S,, prvih n ¢lanova aritmetickog niza ra¢una
Sy = g(al +ay,)

ili

Sp = g[2a1 + (n—1)d].
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POGLAVLJE 8. NIZOVI

1z definicije aritmetickog niza vrijedi a,,+1 — a,, = a,, —a,_1,n =2,3,... paje

Apt1 T Qp1

2

a, =
Dakle svaki ¢lan aritmetickog niza (osim prvog ¢lana) je aritmeticka sredina prethodnog i sljedeceg clana, otuda
i ime aritmetickog niza.

DEFINICIIA 8.3 (Geometrijski niz).

Niz (a,,) za koji vazi
L - g, g €R\{0}, Ve,

a,

naziva se geometrijski niz.

Broj g je koli¢nik niza. Opsti ¢lan je

Sn=a1ﬁ,q=#1.

Iz same definicije geometrijskog niza je “;: = jﬁl’ pa je

Up = /Ap-10n+1,

tj. svaki ¢lan, osim prvog, geometrijskog niza je geometrijska sredina prethodnog i sljedeéeg ¢lana, odakle je
geometrijski niz dobio ime.

Granic¢na vrijednost niza
DEFINICIJIA 8.4 (e—okolina tacke).

Interval (zg — &,z + €), € > 0 nazivamo e—okolina tacke xy. Broj € je poluprecnik okoline.

Okolina tacke 400 je interval (M, +00), gdje je M realan broj, dok je okolina tacke —oo interval (—oo, M),
m je realan broj.

Dakle e—okolina tacke x je skup realnih brojeva za koje vrijedi 2y — € < & < g + €, odnosno |z — y| < €.
PRIMJER 8.5.

Odrediti e—okolinu tacke xq = 0, ako je € = %

RjeSenje:

Trazena e—okolina je interval (—%, %), odnosno skup tacaka koje imaju osobinu —% <z <2

5t {z €
R| -3 <z < 3}, vidjeti Sliku 8.4

Wl
Wl

Slika 8.4: e—okolina tacke xo = 0, za poluprecnik konvergencije %
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DEFINICIIA 8.5 (Tacka nagomilavanja niza).

Tacka xo je tacka nagomilavanja niza (a, ) ako se u svakoj njenoj e—okolini nalazi beskonatno mnogo
¢lanova niza (ay,).

PRIMJER 8.6.

Odrediti tacke nagomilavanja za nizove sa opStim clanovima
(@) an = 2, () ap = 25, (c) a, = 51"

n+1
RjeSenje:
1. Clanovima niza su 1, %, %, ..., (vidjeti Sliku 8.5);
2. Clanovima niza su %, %, %, ..., (vidjeti Sliku 8.6);
= . . 1 2 3 4 C e e e

3. Clanovima niza su -3, 2, =5, 5,---» (vidjeti Sliku 8.7).

as Qq as a9 ai
0 111 1 1

5 14 3 2

Slika 8.5: Clanovi niza ¢iji je opsti ¢lan a,, = %, dakle tacka nagomilavanja je 0.

ai as a4 as
0 1 2 3 4 1
2 3 4 5

Slika 8.6: Clanovi niza ¢iji je opsti ¢lan a,, = —, dakle tacka nagomilavanja je 1.

as as ai as aq ae
—1 " _5 _s3 _1 2 4 6 1
6 4 2 3 5 7

Slika 8.7: Clanovi niza &ji je opsti ¢lan a,, = (_nli:", pa ovaj niz ima dvije tacke nagomilavanja i to —11 1.

NAPOMENA 8.1.

Izraz ”gotovo svi ¢lanovi niza” znaéi svi ¢lanovi niza osim njih kona¢no mnogo.

DEFINICIJIA 8.6 (Grani¢na vrijednost niza).

Ako postoji tacka zq takva da se u svakoj njenoj e—okolini nalaze skoro svi ¢lanovi niza (a,,), kazemo da
je niz konvergentan i da je xy njegova grani¢na vrijednost (ili limes).

Definiciji 8.6 ekvivalentna je sljedeé¢a definicija.

DEFINICIJA 8.7.

Niz (a,,) je konvergentan i xy mu je grani¢na vrijednost, ako za svako e postoji prirodan broj ny (odreden
u zavisnosti od ¢) takav da je

|an - xOl <g,
za svako n > ng.
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Ovo se pise a,, = g, n — oo ili 7}1_1)1010 a,, = xg ili lima,, = z¢ i kaze da niz (a,,) konvergira ka x ili da a,, tezi

ka Zg.
Konvergenta niz ima samo jednu tacku nagomilavanja, ova tvrdnja iskazana je u sljedecoj teoremi.

TEOREMA 8.1.

Ako niz (a,) ima granicnu vrijednost ona je jedinstvena.

Drugim rije¢ima ako a,, = a i a,, = b, tada je a = b.
DEFINICLIA 8.8.

Za niz koji nije konvergentan kaze se da je divergentan.

DEFINICIJA 8.9 (Ograniceni niz).

Niz (a,) je ograni¢en sa gornje strane ako postoji realan broj M takav da je a,, < M za svako n € N.
Broj M zove se gornja granica niza (a, ). Niz (a,) je ogranic¢en sa donje strane ako postoji realan broj m
takav da je m < a,, za svako n € N. Broj m zove se donja granica niza (a, ). Niz (a,) je ogranicen ako je
ogranicen i sa gornje i sa donje strane.

PRIMJER 8.7.

(a) Neka je dat niz ¢iji je opsti ¢lan a,, = n. Skup vrijednosti ovog niza je {1,2,3,...}. Vidimo da je 1 < a,,
za svako n € N| pa mozemo donju granicu izabrati m = 1, tj. niz je ograni¢en odozdo.

(b) Neka je a,, = 5 — n op$ti ¢lan niza (a,). Skup vrijednosti je {4,3,2,1,0,-1,...}. Vrijedi a,, < 4, pa
izaberimo gornju granicu M = 4. Dakle niz je ograni¢en odozgo.

¢) Neka je sada a, = +. Skup vrijednosti niza je {1,2,1 ...}. Vrijedi 0 < a,, < 1, pa mozemo izabrati
n 273

m =01 M =1, dakle niz je ograni¢en i odozdo i odozgo, tj. ogranicen je.

DEFINICIJA 8.10 (Monoton niz).

Niz (a,,) je

(a) rastudi ako je ap41 = a,, za svako n € N;

(b) strogo rastuéi ako je a,,; > a,, za svako n € N;
(c) opadajuéi ako je a,+1 < a, za svako n € N;

(d) strogo opadajuéi ako je a,41 < a, za svako n € N.

NAPOMENA 8.2.

Nizove definisane pod (a), (b), (c) i (d) skra¢eno zovemo monotoni nizovi.

TEOREMA 8.2 (Racunanje limesa).

Neka su (a,) i (b,) konvergentni nizovi ¢ neka je lima,, = a 1 limb,, = b, tada vrijeds

(1) lim(a, £b,) =lima, *limb, =a +;

(2) lim(ay, - b,) =lima, - limb, =a-b;

. a, _ lima, _ a .
(3) hmz = tmb. = B b # 0;
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(4) c¢-lima, =c-lima, = c-a;

(5) lim(a,)" = (lima,)" = a*.

U Primjeru 8.6 vidjeli smo da niz ¢iji je opsti ¢lan a,, = % ima jednu tacku nagomilavanja i to zq = 0, tj. da
se u svakoj e—okolini tacke zy = 0 nalaze skoro svi ¢lanovi niza, pa sada na osnovu Definicije 8.6 vrijedi sljede¢i
limes

1
lim — =0 (8.2)
PRIMJER 8.8.
Izra¢unati limese
1 2n + 1
(a) hm = (b) hm —, (¢) hm Tl’ (d) 7%1_{1010 T
32—4 +3n° —n+1 —nt+n’+n+4
() lim #7 ) i Sy L
n—o 3n2 —2n + 5 n-  4n? + 2n + 3 n-oo  n‘+3n+ 10
n? +3n+ 10 Vvn? +3 n—4
h) 1 1) i lim ——
()nggo_n s St (1) lim —> 4,(J)ngngom,

(k) tim (V¥ T Vi), () lim (Va2 +2n+2-n), (m) lim (Vn+1- Vi),

(n) B 1+2+...+n (0) I 1+4+4% . +4™1 ) 1n 1 L, o, 1

m —— 1m 1m — P~ —_— .
e n? PN e T+ 6+6%+ . r6m 12723 n(n +1)
RjeSenje:

.2 1
(a) T}gl()loﬁ=27}ln(}oﬁ=2‘0=0,
1 1 1
(b) lim — = lim —~ - lim ~=0-0=0;
. .ﬁ_ . _
(C) T%l—{glon‘l‘ _n—golom.n_r}l—{%o1+l_ !
n
(@) tim 2L 2ty 2+. 2
nl—>n<>106n 4_n—>006n 4. n_nl—{go(s_i_z%’
n
3—2n—4n®  3-2n-4n® n® | m-2-4 4
(e) lim ———— = lim —5———1: — = lim —5"— = —5;
noo3n? —2n+5 n-03n?-2n+5 n nseo3_ 24 5 3
Rt 3 on+1 Cont+3i-n+1 n? . n+3—%+#
(f) lim 5 = lim 5 :— = lim ———"—" = +o00;
n—oco  An® +2n + 3 n—co  An® +2n + 3 n nseo 44245
4 3 4 3 2 _n2 1,4
. —n +n"+n+4 . —n +n"+n+4 n . no+n+ -5+ 3
(¢) lim 5 = lim 3 i — = lim 1 = —00;
n-oo  n*+3n+ 10 n—o0  n*+3n+ 10 n n—00 L+2+-3
n? +3n + 10 _ mP43n+10 ot ittt
(h) lim = lim :— = lim — 1 =0
nooo —nt+nd+n+4 noco—ptind+n+4 n nooo —] 4 2 4 = 4 =
n n n
2 243 3
N n?+3 o Vn?4+3 n . —nn+3 ) nnz ) I+
(¢) lim ——— = lim ——— : — = lim == lim = lim — =1;
nooo N —4 noo N —4 n n—»ool_i n—»ool_é n—00 1_i
n n
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4 4
G) B n-4 _ . n-4 . n_,. 15 " 1-3
im im im ——— = lim ————
g n—oo v3 n+nZ+3 no° Vpd4p243 n—co VYn¥+n?+3 n—0 5[p3in243
n n3
1-4

= lim ——" =1,

D=2 ,3/1+%+%

(k) lim(\/n+ —\/ﬁ)=lir£10(\/n+ —\/ﬁ)%=glw( iL/ZT);f/{)

= lim ——

no0 \fp 4+ 1 +\/_

T o 1 5)\2 2
VnZ+on+2+ n+2n+2) —n
(1) lim (Vn2+2n+2—n)=lim (Vn2+2n+2—n> " o n—lim( )
B=CS n—eo ) VrZ+2n+2+n " Vn242n+2+4n
on + 2 2ap S 2+ 2
= lim o : 2 = lim “ =hm—=1;

n=0 2 1o+ 24 0 noo Vnlidnt2en  noo /1+E+F+1

n

o (VT = ) = Lo (YT — (n+ 1)+ In+1¥n+(¥n)
) ,}H&( " \/ﬁ)_l ( o \/_) (Vn+1)2+ Vn+1{n+(¥n)?
(Vn+1)’ - ()’ . 1

A (Vi) Tna i Vit (Un) e (Vnai)+ Vngiun+ (Un)

1+2+...4+n
n2

b

(n) lim

n—00
U brojniku je suma prvih n ¢lanova aritmetickog niza, vrijedi a; = 1, a,, = n, d = 1. Sumu prvih n
¢lanova aritmetickog niza ra¢unamo po formuli S,, = 2(a; +a,), paje 1 +2+...+n = $(1+n), sada

n(l+n) 1
o 1+24+ ... +n . T . n+n n’ R |
je lim > = lim 5— = lim 5~ — = lim = 53
n— 00 n n—oo N n—oo  92n n n—00 2 2

1+444%. . +4"7

im
noo0 1 +64+62+...+6"7"
Ove sume ra¢unamo po formuli S,, = aqu_—_ll. Za sumu u brojniku koli¢nik je ¢ = 4, dok je za sumu u

(0)

. I u brojniku i u nazivniku su sume prvih n ¢lanova geometrijskog niza.

nazivniku koli¢nik je ¢ = 6, prvi ¢lan za oba niza je a; = 1. Sada vrijedi

1+4+4%. . +4"! y 1.4 p 5@ =1) 6" B4 - & .
im = lim — = lim —= n=1m—=;
n=o0 1 +6+6%+...+671 mnoee]. Bl noee 3(6™ - 1) T6" oo 3(1- &
(p) li 1 N 1 . 1
P) M| T2 237 n(n+1)
Svi razlomci u L + 2—13 +... 4 m dobijeni su po istom obrascu, uvrstavajuéin =1 u —— (n+1) dobijen

je razlomak — Zbog toga Sablon za razlaganje na proste razlomke mozemo iskoristiti za

1
E 2 b D)
razlaganje svih razlomaka koji se pojavljuju u limesu.

Razlozimo razlomak n(nl+1) na sljedeé¢i nacin

1 A B

e —— + —

nn+1) 7 n+l’

gdje su A i B konstante koje trebamo odrediti. Dakle, vrijedi
1 A B  A(n+1)+Bn (A+B)n+ A

—_— = — + = =
n(n+1) 7 n+l n(n +1) n(n+1)

da bi polazni i posljednji razlomak bili isti, moraju biti isti izrazi u brojniku i nazivniku. Nazivnici
su isti, a brojnici ¢e biti isti ako su koeficijenti uz odgovarajuce stepene isti. Iz posljednjeg uslova
dobijamo sistem
A+B=0
A=1.
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Rjesenje sistema je A =1, B = —1, pa je
111
n(n+1) 7 n+l
Primjenjujuéi posljednje pravilo za razlaganje razlomaka dobijamo

11 1,11
m+m+...+—— —§+§—

Pa je sada

Broj e
Vrijedi teorema.

TEOREMA 8.3.

Niz (a,,) ¢iji je opsti clan a,, = (1 + %)n je konvergentan.

Grani¢na vrijednost ovog niza je broj e. Broj e je baza prirodnog ili Neperovog logaritma. Broj e je iracionalan
broj i njegova vrijednost, data na nekoliko decimalnih mjesta, je e = 2.7182818284 ...
Dakle, vrijedi

. 1\"
,}1_1,20(14_5) =e (8.3)

PRIMJER 8.9.

Izracunati limese

. 5" oy L Ly
(a)y}g&(nﬁ) ,(b)gggo(“m) WC)JE&(“%H) ’
3n-1 w 2 "

. ' n+1 . 6n" +n+3

(d) gggo(ug,—n)  (e) J:rf,g(n_l) ) |
(9) lim n(Inn —In(n +2)); (k) lim (3n+1)(1n(n2+2n+4)—ln(n2+n+2)).

+n

b

RjeSenje:
n n.5.,
5\" 1 1\°" 5.
(a) lim (1 + ﬁ) = lim (1 + W) = lim (1 + W) = limer" = lim e = ¢€’;
: IR 1 Uk mEn L, lm e o
() ,}E&(lu +5) :,}E&(“m) = fim et =
: 1
_ 67}1—{130 +2 _ ei;
: L 3n \" _ .. (3n+1\T" 1\™"
@ Jim (1= grr) =t () = i (Tr) = i (1 )
« 1
1 3n-5--(-n) L i
—lim(1+%) = lim e3¢ )=€3;
. 1 3n-1 . 1 5n-==-(3n-1) ) 1 (3n-1 lim % n
(d) lim 1+% = lim 1+% = lim e5~ = gn—o
_1
lim 3y 3
= en—o =e5;
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n-1, 2 .
. n+1\" . n—1+2\" . 2 \" . 1 2ot
(e) lim =lm|(———)| =lm(l+—=| =lim |1+ —
nooo \ 1 — 1 n— 00 n-—1 n— 00 n-—1 n—00 n=1
2
n
2 ., lim 22 o 2 lim T 2
= lim en1 " = en—oo 771 = en—oo 1= — ¢
n—o0o0 ’
n2+n ’I’L2+’I’L
. [(6n®+n+3 (6 +n+1+2 . n’+n
(f) lim | ———— = lim | ———— = lim (1+ —
n-oo\ 6N +n+ 1 n—00 6n“+n+1 n—00 6n“+n+1
6n2+n+1 2 2
; - .Gn,2+n+1.(n +n) 2 2 2n2+2n n?
= lim |1+ = lim eGn2+n+1.(n +n) = lim e6n2+n+1 ;: —
n—oo 6n2+n+1 n— oo n— o0 n2
2

o =limln(n+2)n=lnlim(n+2>n
n+2 nS0 n—00 n

( : )_n ( : )g.i.(_n) ERGL -2
=Inlim (14 & =Inlim (1+ & =1In lim e~ =lne " =-2;

n—0o0 — n—00 - mn— 00
2 2

(¢9) lim n(lnn—In(n+2)) = lim nln
n—o0 n—o0

(h) lim (3n+1) (ln(n2 +2n+4) —In(n’ +n+ 2)) = lim In

n—00 n—0o0

=In lim
n—00

n?+n+2 n?+n+2

2
nZ+n+2 2m—z -(3n+1)

2 3n+1 2 3n+1
(n +2n+4) (n +2n+4)

3n+1 n+2 n+n+2
n + 2 1 n+2

= In lim (1 + 2—) =1In lim (1 T =1In lim en?+n+2 (3n+1)

n—00 n‘+n+ 2 n—00 n°+n+2 n—00

n+2
3n2+7n+2 3

=In lim e n%n+2 =Ine” = 3.

n—00

Zadaci za vjezbu
1. Izrac¢unati grani¢ne vrijednosti

(@) 1 n—3.(b) . 3—2n—4n2.() . n3+3n2—n+1.(d) . n® —dn+11 )
Yoo Gn+5" ) noteo 302 — 2+ 5 | moweo  An? +2n—3 ) not0o 3nd —n? +n+ 2

Vn? +3 . n—2 .
f) lim, =i () lim (Vn+1-Vh);

(h) lim (Vn2+n—3—n);(i) nl_i)IPw(\/n2+2n+2—\/n2—4n+3);

(e) Jlim s

n—+00
() liIP (V3n+ —v3n+5);(k) liE_ﬂ (v3n+ —v32n);
3% +n—12 . 1+5+25+4... 45!

0]

(m

111 ; im ;
n—otoo 1424 ...+ (2n—1) +2n notoo 14+ 24+44 ... +2771

1 1 1
(n) lim (1+—+—+...+ );

o 10 © 100 1ot
(o) L R R 1 ;
T 2723 T i+ ) T (nr D) +2) ]
. 5\" . 1 2n+2 . n+4\"
() ngglm(lw) i (@) nLHPm(“@)  (0) nEIPoo(n—2> ;
_ (2n+6\"7° _(3n -2\
(S) n1—1>I+noo<2’rL—5> 7(t) nl—l’IPw(3n+4> 7
) nZ+n 2 3n-1
. 6n" +n+3 . 2n" +2n+ 3
(u) lim | ——— ; (v) lim 2 ;
n-+o0 | 6n° +n + 1 n—o+oo |\ 20 4+ n + 2

(w) lim n[lnn—In(n+2)]; (x) liril 2n [1n(2n2 +3n+2)—In(2n”° +n+ 1)]
n—+0o0o

n—+00
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Poglavlje 9

Redovi

Neka je dat niz realnih brojeva

(an) (9.1)
Koristeéi niz (9.1) mozemo induktivno definisati niz (s,,) na sljede¢i nacin
S1 = aq
So = a1 + ao
: (9.2)
S, =a1 tag+...+a,
Poznavajuéi ¢lanove niza (s,,) moZemo izracunati clanove niza (a,,)
a; = 81
az = 52 — 81
(9.3)

Ap = Sp = Sp-1

Nizovi (a,,) i (s, ) su povezani, §to se vidi iz sljedeéeg primjera.
PRIMJER 9.1.

. Podijelimo 1 sa 9, vrijedi

[Nl

Posmatrajmo broj

L g Ll 1 1, 11 diielieni
5 = 15°9- 10" 10 9(prvo ijeljenje)
1 1 1 1 1 1 1 1 e
= 15t _0(0 1_0.§)=1—0+1—02+W-§(drugod1JeIJenJe)
1 1 1 1 1
=E+T+W+H-§(trec’edijeljenje)
1 1 1 1 1 s e
= m+1—02 ot 1ot g (n—to dijeljenje),
pa je
11 1 1 1 1
9 10" 90 e Tt om
KakOJegl_r)IgoW°§=O,t0Je
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POGLAVLJE 9. REDOVI

pa je
1 i 1
9~ 10™°
n=1
Brojeve a; = %, ay = #,..., a, = #,... dobijamo dijeljenjem, prvim, drugim itd. Broj

beskona¢no mnogo decimalnih mjesta poslije decimalnog zareza razli¢itih od nule tj.

1 .
= =0.11111... =0.1111

5=
ili
L_1 + L + L +...+ +
9710 102 103 T1o0m
Brojevi
1
S1 =01 = m
1 1
82=a1+a2=1—0+1—02
=a; +ay +as = L + L + L
3T AT A2 T 10 T 02 T 10
=a;+as+...+a,= L + L + ...+ L
Sp = aq ao an—m 1—02 o 107
su prva, druga, tre¢a aproksimacija, ..., n—ta aproksimacija, respektivno, broja é.
aproksimacije su
1 1 1
A I T
1 1 1
Tro = g — S9 = 1—02 ° g
1 11
S B T
! 1 1
=51

Precizirajmo sada Sta je red i prate¢e pojmove.
DEFINICIJA 9.1 (Red).

Neka je dat niz realnih brojeva (a,, ), tada izraz oblika
ay+ag+...+a,+...

ili krace

[ee]

) an

n=1
zovemo brojni red. Broj a,, naziva se opstim ¢lanom reda. Sumu prvih n ¢lanova niza, tj.

ay +ag+...+a,

zovemo n—ta parcijalna suma i oznacavamo sa s,,, dok

(o)

Z A = Apt1 T Apyo + ...
k=n+1

prestavlja n—ti ostatak reda.

(9.4)

L ima

Odgovarajuée greske

Samir Karasuljié¢
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POGLAVLJE 9. REDOVI 9.1. KONVERGENCIJA REDA

PRIMJER 9.2.

Nekoliko primjera redova

k=1

il 1+1+ +1+
ok 9T o52 n

=9 2 9 2

9.1 Konvergencija reda

Vidjeli smo da je vrijednost reda iz Primjera 9.1 jednaka %. Medutim, vrijednost

00
n=1

=1+2+... (9.5)

Sl

reda nije jednaka ni jednom realnom broju.
DEFINICIJA 9.2 (Konvergencija reda).

Za red -
Y an (9.6)
n=1

realnih brojeva kazemo da je konvergentan ako je niz (s,,) parcijalnih suma reda (9.6) konvergentan. Ako

je red (9.6) konvergentan, onda se broj
s = lim s, (9.7)

n— 00

zove suma reda (9.6) i vrijedi

(o)
s = Zan=a1+a2+...
n=1
Red (9.6) je divergentan ako je niz (s, ) divergentan.

Na osnovu prethodne definicije red iz Primjera 9.1 konvergentan, dok je red (9.5) divergentan.
Za proizvoljan red

o

> an,

n=1

postavljaju se sljedeca pitanja: da li je konvergentan ili ne, u slucaju da je konvergentan kolika mu je suma? Za
veoma veliki broj redova odgovoriti na oba pitanja je veoma tesko ili nemoguce. Za neke redove je to moguce
uraditi i zato postoje razni kriterijumi koji omogucavaju da se bar ustanovi da li neki red konvergira.

U najjednostavnijim slucajevima mozemo ispitati direktno konvergenciju n—te parcijalne sume, te izracunati
njenu vrijednost.

PRIMJER 9.3.

Ispitati konvergenciju reda

[ee]

Y CEN S S S ! gt L1
n(n+1) 1-2°2:37°3:4" 7" (n-2)(n-1) (n-1n nn+1)

n=1

RjeSenje:
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POGLAVLJE 9. REDOVI 9.1. KONVERGENCIJA REDA

Iz prethodnog poglavlja znamo da je

1 N 1 N 1 N 1 1 N 1
Sp =
1-2°2-3 3-4 (n=2)(n=-1) (n-1)n n(n+1)
_, Ll 111 1 1 1 1.1 1 1
StTote T3ty Tttt e T it s TRt R T arl T TR+l
pa je sada
. 1
“JH&(“m)-L
te na kraju dobijamo
.
Zn(n+1)

Kako §to je pomenuto samo u slu¢aju najjednostavnijih redova mozemo ispitati konvergenciju i odrediti sumu
kao u prethodnom primjeru. Prvi korak u ispitivanju ”slozenijih” redova dat je u sljede¢oj teoremi.

TEOREMA 9.1 (Potreban uslov konvergencije redova).

[e9)

Ako red Z a,, konvergira, onda niz (a,) konvergira ka nuli.

n=1
Drugim rije¢ima vrijedi implikacija
o0
(Z ay, konvergira) = (a, — 0).
n=1

Medutim obrnuta implikacija ne vrijedi, na primjer u slucaju harmonijskog reda Z(::l % =1+ % + % +.... Opsti
¢lan a,, = % — 0 medutim s,, = o0.
I sljedeca je teorema korisna u ispitivanju konvergencije redova.

TEOREMA 9.2.

Neka su . .
Z ay, 1 Z by,
n=1 n=1

konvergentni redovi ¢ije su sume A, B, respektivno. Tada su redovi

i (a, +b,), i (a, = by), i Aa,,,
n=1 n=1 n=1

konvergentni redovi za svako \ € R i njihove sume su
A+ B, A- B, \A,

respektivno.

Drugim rije¢ima, za svako A, 4 € R red Z:’:l Aa,, + pb,, konvergira i vrijedi

i()\an+ubn)=z\ian+uibn.
n=1 n=1

n=1

9.1.1 Dovoljni uslovi konvergencije pozitivnih redova

U nastavku bi¢e dati dovoljni uslovi za konvergenciju pozitivnih redova, tj. redova za ¢ije ¢lanove vazi a,, > 0
za svako n € N.
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POGLAVLJE 9. REDOVI 9.1. KONVERGENCIJA REDA

TEOREMA 9.3.
[D’Alembertov kriterijum] Ako za pozitivni brojni red Z;o:l an, postoji ng € N ¢ realan broj q tako da je

Ap41
— <qg<1
an, s q )

za svako n = ng, tada je dati red konvegentan. Ako postojin; € N sa osobinom a;‘” 21 zan = nq, onda je
dati red divergentan. Stavise, ako postoji lim,,_, e a;”l

=1, tada za l < 1 red konvergira, a za l > 1 divergira.

TEOREMA 9.4.

[Cauchyjev kriterijum] Ako za pozitivni red Z;ozl ay,, postoji ng € N i q € [0,1), tako da je
Ya,, < q, za svako n = ng,

onda red konvergira. Ako postoji ny € N tako da je
va, =21 za svako n = nq,

onda je dati red divergentan. Osim toga, ako postoji

lim %a, = c,

n— 00

tada za c < 1 red konvergira, dok za ¢ > 1 red divergira.

TEOREMA 9.5.

[Raabeov kriterijum] Neka je (a,) niz pozitivnih brojeva i r, = n( du_ 1), gdje je a, > 0,n € N opsti

An+1

¢lan reda Y o, a,,. Tada vrijedi

an

(a) ako pocev od nekog n € N vrijedi n( = 1) zr > 1, tada red Zf:l a, konvergira;

An+1

(b) ako je pak, n( o _ 1) <1, onda red Y .., a, divergira.

An+1
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Indeks i pojmovi

algebarske strukture nula, 36
distributivnost, 15 operacije: mnozenje, dijeljenje , 40
grupa, 14 operacije: sabiranje, oduzimanje, mnozenje, dijel-
komutativna ili Abelova grupa, 15 jenje, 38
polje, 15 realni dio, 37
polje realnih brojeva, 15 sabiranje, 36
prsten, 15 stepenovanje, 42
tijelo, 15 trigonometrijski oblik, 40
apsolutna vrijednost realnog broja, 17 kvantifikatori, 5
binarna operacija, 13 logicke operacije
grupoid, 13 disjunkcija, 6
osobine, 14 dovoljan uslov, 7
ekskluzivna disjunkcija, 6
Dekartov proizvod, 11 ekvivalencija, 7
Descartesov pravougli koordinatni sistem, 86 implikacija, 7
determinante, 53 iskazna formula, 7
algebarski kofaktor, 55 konjukcija, 6
minor, 55 negacija, 6
osobine, 53 posljedica, 7
racunanje vrijednosti, 55 potreban uslov, 7
razlaganje po vrsti ili koloni-Laplaceov razvoj, 55 premisa, 7
tautologija, 8
funkcije
arkus kosinus, 23 matrica, 45
arkus kotangens, 24 adjungovana, 60
arkus sinus, 23 elementarne transformacije, 65
arkus tangens, 24 inverzna, 61
bazne i neke elementarne, 17 kofaktora, 60
eksponencijalna, 20 matri¢ne jednacine, 63
kosinus, 21 rang, 65
kotangens, 22 regularna, 61
kvadratna, 18 singularna, 61
linearna, 17 dijagonalna, 49
logaritamska, 21 donja i gornja trougaona, 49
sinus, 22 format ili dimenzija, 45
tangens, 22 jedini¢na, 50
jednake, 46
iskaz, 5 kolona, 46
komutativne matrice, 48
kompleksni brojevi, 36 kvadratna, 45
algebarski oblik, 37 mnozenje skalarom, 47
argument, 39 pravougaona, 45
eksponencijalni ili Eulerov oblik, 42 proizvod matrica, 48
imaginarna jedinica, 36 sabiranje, 46
imaginarni dio, 37 skalarna, 50
jedinica, 36 transponovana, 50
konjugovano kompleksni broj, 37 vrsta, 46
korjenovanje, 42
mnozenje, 36 nizovi
modul, 39 e—okolina, 117
Moivreov obrazac ili formula, 42 aritmeticki, opsti ¢lan, suma, 117
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broj e, 122

geometrijski, opsti ¢lan, suma, 117
gotovo svi ¢lanovi niza, 118
grani¢na vrijednost niza, 118
konvergentan, divergentan, 119
monoton, 119

ogranicen, 119

osnovni pojmovi, 115

tacka nagomilavanja niza, 118

prava, 109
jednacina prave, 110
kanonske jednacine prave, 109
opsta vektorska jednacina prave, 109
parametarska vektorska jednacina, 109
parametarske jednacine prave u skalarnom obliku,
109
rastojanje izmedu dvije mimoilazne prave, 112
ugao izmedu dvije prave, 111
uslov da se dvije prave sijeku, 112
uslov komplanarnosti, 112
uslov okomitosti, 111
uslov paralelnosti, 111
preslikavanje, 12
bijekcija, 13
definiciono podrucje, 12
procentni racun, 31
proporcija
direktna, 31
produzena, 30, 31
prosta, 30

racun smjese, 32
jednostavni, 33

prost, 33
slozeni, 33
ravan

jedini¢ni vektor normale ravni, 104
jednacina ravni kroz tri tacke, 105
normalna jednacina ravni u skalarnom obliku, 105
normalna jednac¢ina ravni u vektorskom obliku,
105
opsta skalarna jednacina ravni, 103
opsta vektorska jednacina ravni, 102
parametarska jednacina ravni u vektorskom ob-
liku, 105
parametarske jednacine ravni u skalarnom obliku,
105
rastojanje tacke od ravni, 107
segmenti oblik jednacine ravni, 103
ugao izmedu dvije ravni, 108
uslov okomitosti, 108
uslov paralelnosti, 108
razmjera ili omjer, 30
redovi, 124
dovoljni uslovi konvergencije, 127
konvergencija, 126
potreban uslov konvergencije, 127
relacija
binarna, 11
ekvivalencije, 12

osobine, 11
poretka, 12

sistemi, 68
beskona¢no mnogo rjesenja, 68
Cramerova metoda, 73
ekvivalentni, 68
GauBova metoda, 71
homogen, 68, 80
jedinstveno rjesenje, 68
koeficijenti, 68
Kronecker—Capellijeva teorema, 69
matri¢na metoda, 72
nehomogen, 68
nema rjeSenja, 68
nepoznate, 68
nesaglasan, 68
netrivijalno rjesenje homogenog sistema, 80
proSirena matrica sistema, 70
rjeSenje, 68
saglasan, 68
trivijalno rjesenje homogenog sistema, 80
skalari, 83
skup, 8
cijelih brojeva, 9, 16
disjunktni skupovi, 10
inkluzija, 9
iracionalnih brojeva, 9, 16
jednakost skupova, 9
kompleksnih brojeva, 9
kompleksnih brojeva, 36
otvoreni interval, 9
polje realnih brojeva, 15
presjek skupova, 9
prirodnih brojeva, 9, 16
racionalnih brojeva, 9, 16
razlika skupova, 10
realnih brojeva, 9
realnih pozitivnih brojeva, 9
unija skupova, 9
zatvoreni interval ili segment, 9

teorema
Cramerova, 73
Kronecker—Capellijeva, 69
kvadratna matrica—osobine, 60
Laplaceov razvoj determinante, 55
linearno nezavisne vrste i kolone, 65
neke geom. osobine vektora izrazene preko skalarnog

proizvoda, 91

o broju rjeSenja homogenog sistema lin.alg.jed., 80
o broju rjeSenja kvadratnog sistema lin.alg.jed., 72
o jedinstvenosti grani¢ne vrijednosti, 119
o konvergenciji niza ka broju e, 122
o konvergenciji redova, 127
o osobinama skalarnog proizvoda, 90
o osobinama vektorskog proizvoda, 95
o racunanju limesa, 119
o reprezentacije vektora iz prostora VB, 85
osobine inverznih matrica, 61
potreban uslov konvergencije reda, 127



proizvod matrica—osobine, 48
regularna i inverzna matrica, 61
regularna matrica, 61

trasponovana matrica—osobine, 50
Cauchyjev kriterijum, 128
D’Alembertov kriterijum, 128
mnozenje matrice brojem—osobine, 48
o broju rjesenja sistema lin.alg.jed., 70
Raabeov kriterijum, 128

uredena trojka, 10
uredeni par, 10
uzajamni odnos prave i ravni, 112

vektori, 83
mjeSoviti proizvod tri vektora, 98
ort vektori, 86
osobine skalarnog proizvoda, 90
osobine vektorskog proizvoda, 95
projekcija vektora, 91
racunanje intenziteta vektora, 91
rac¢unanje mjesovitog proizvoda, 98
rac¢unanje skalarnog proizvoda, 91
racunanje ugla izmedu vektora, 91
racunanje vektorskog proizvoda, 94, 95
skalarni proizvod, 90
uslov ortogonalnosti, 91
vektorski proizvod, 94
apscisa, ordinata, aplikata, 86
desni triedar, 94
koeficijenti ili koordinate vektora, 85
kolinearni, 85
komplanarni, 85
linearna kombinacija, 85
mnozenje vektora skalarom, 84
oduzimanje, 84
orjentisana prava ili osa, 86
ortogonalna projekcija, 86
osnovni pojmovi, 83
pravougli koordinatni sistem, 86
predstavljanje vektora, 86
sabiranje, 84
zavisni—nezavisni, 85

Zadaci za vjezbu
Nizovi, 123
Ravan i prava, 113
Vektori, 100
Determinante, 58
Inverzna matrica, 65
Kompleksni brojevi, 44
Osnovni pojmovi o matricama, 52
Racun smjese, 35
Rang matrice, 67
Sistemi linearnih algebarskih jednacina, 82
Uvod, 29
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