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Poglavlje 1

Uvod

U ovom poglavlju bi¢e navedeni matematicki pojmovi koji su koriste u poglavljima koja slijede. Veéina ovih
pojmova su osnovnog karaktera i studentima trebaju biti poznati iz ranijih nivoa obrazovanja.

1.1 Skup realnih brojeva

Poznato je iz srednje skole da vrijedi lanac inkluzija N € Z ¢ Q C R, unija R = QUI i presjek QNI = @&. Znamo
da je sa N oznacen skup prirodnih brojeva, sa Z skup cijelih brojeva, sa Q skup racionalnih brojeva, sa R skup
realnih brojeva i I je oznaka za skup iracionalnih brojeva. Ponovimo u sljede¢im paragrafima kako je doslo do
formiranja navedih inkluzije skupova, unije i presjeka.

Prirodni brojevi i skup prirodnih brojeva. Istorijski prirodni brojevi su se najranije pojavili, koristeni
su za brojanje. To su brojevi 1,2,..., tj. N ={1,2,...}. Prirodne brojeve moZemo sabirati i mnoziti i rezultat
ovih operacija je ponovo prirodan broj, pa kazemo da je skup prirodnih brojeva zatvoren u odnosu na ove dvije
operacije. Problem se ve¢ pojavljuje kada hoéemo da primijenimo operaciju oduzimanja u skupu prirodnih
brojeva. Na primjer rezultat oduzimanja 1 — 2 nije prirodan broj, tj. rezultat je broj koji ne postoji u skupu
prirodnih brojeva. Dakle veé¢ za operaciju oduzimanja skup prirodnih brojeva je "mali” ili ”preuzak”, pa je bilo
potrebno ”prosiriti ovaj skup”.

Cijeli brojevi i skup cijelih brojeva. Prosirivanjem skupa prirodnih brojeva dobijamo skup cijelih brojeva
Z. Skup cijelih brojeva ¢ine prirodni brojevi 1,2..., nula 0 i negativni cijeli brojevi ..., -2, -1, pa vrijedi
Z={..,-2,-1,0,1,2,...} i N C Z. Pri formiranju skupa cijelih brojeva vodeno je ra¢una da se osobine skupa
prirodnih brojeva prenesu i na skup cijelih brojeva, preciznije skup cijelih brojeva je zatvoren u osnosu na
operacije sabiranja i mnozenja, ali zatvoren je i u odnosu na operaciju oduzimanja. Medutim i skup cijelih
brojeva nije dovoljno veliki da vrsimo sve operacije koje bi htjeli, na primjer ne mozemo uvijek dijeliti brojeve,
vrlo brzo se pojavlju broj koji nije cio, recimo 3 : 5. Da bi prevazisli ovaj problem ponovo trebamo ”prosiriti”
ovaj put skup cijelih brojeva Z, ovo proSirenje nas dovodi do racionalnih brojeva i skupa racionalnih brojeva.

Racionalni brojevi i skup racionalnih brojeva. Skup racionalnih brojeva oznacavamo sa Q i definiSemo
ga sa Q = {% *meZ,ne N}. Cijele brojeve mozemo predstaviti u obliku m = %, pa vrijedi N ¢ Z C Q.
Skup racionalnih brojeva je zatvoren za sabiranje, mnozenje, oduzimanje i dijeljenje (osim nulom), te u skupu
racionalnih brojeva mozemo rjesavati jednacine oblika a + x = b, a # 0. Znamo da je kod racionalnog broja %,
m brojnik, a n je n nazivnih ili imenilac, te da se dva racionalna broja sabiraju, oduzimaju, mnoze i dijele po

pravilima

a a a1by £ asby a7 a aa
_1—_2= 2 21a_1'_2= 127b17b2:#07
by by b1bs bi by biby
aj  az _ apby
by " by biag
Medutim ni u skupu racionalnih brojeva Q ne mozemo rijeSiti ni neke vrlo jednostavne jednacine, na primjer
2% =2. Rjesenje ove jednacine je xq/p = +4/2. Pokazimo da /2 nije racionalan broj. Pretpostavimo suprotno da

) b17b270’2 #0.

postoje brojevi m € Z i n € N, za koje vrijedi V2 = % i da sum i n uzajamno prosti (m i n nemaju zajednickih
faktora, na primjer takvi su brojevi 8 i 9). Kvadriranjem dobijamo
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sada zakljucujemo da su m>im parni brojevi, pa je m = 2k, k € Z. Dalje je

m° =m” < m° = (2]4;)2 = n’ =2k,

§to znaci da je i n* odnosno n paran broj. Sada smo dobili da su i m i n parni brojevi, $to je u suprotnosti sa
nasom pretpostavkom da su m i n uzajamno prosti brojevi. Mozemo zakljuciti da je greska u pretpostavci, tj.
da je v/2 racionalan broj, dakle v/2 nije racionalan broj.

Iracionalni brojevi i skup iracionalnih brojeva. Prethodni primjer doveo je do formiranja skupa iracional-
nih brojeva I. Ovaj skup ¢ine iracionalni brojevi, tj. brojevi koje ne mozemo napisati u obliku =, m € Z, n € N,
poznato je da ovi brojevi imaju beskona¢an decimalni zapis, ¢ije se cifre ne ponavljaju periodicki (kod racional-
nih brojeva u ovom zapisu cifre se ponavljaju periodicki, zato je Q NI = @). Racionalni brojevi, osim V2 su jos
V3.4V5,...,e=2314159..., e = 2.718281 ... i dr.

Realni brojevi i skup realnih brojeva. Racionalni i iracionalni brojevi sacinjavaju zajedno skup realnih
brojeva R, i zajedno ih nazivamo realni brojevi, tj. vrijedi R = QU L.

U skupu realnih brojeva definisane su operacije sabiranja + i operacija mnozenja . Za svaka dva realna
broja x i y, jedoznacno su odredeni realni brojevi z + y i x - y. Ove operacije imaju sljedece osobine:

(A1) Za svako x,y,z € R vrijedi (z +y) + 2 = = + (y + z), (asocijativni zakon).

(A2) Postoji samo jedan realan broj 0 € R takav da je svaki € R vrijedi x + 0 = 0 + = = z, (0 je neutralni
element za sabiranje).

(A3) Za svaki z € R postoji sam jedan —z € R takav da je x + (—z) = (—2) + = 0, (=2 je inverzni element u
odnosu na sabiranje).

(A4) Za sve x,y € R vrijedi z + y = y + 2 (komutativni zakon za sabiranje).
(A5) Za sve x,y,z € R vrijedi (zy)z = 2(yz) (asocijativni zakon za mnozenje).

(A6) Postoji samo jedan realan broj 1 € R takav da za svaki € R vrijedi -1 = 1-2 = z (1 je neutralni
element za mnozenje).
A7) Za svaki x € R, z # 0, postoji jedinstven element g =leRtakavdajez-2 =2 -z =1 (27" je
it ] " j j
inverzni element za mnozenje elementa ).

(A8) Za sve x,y € R vrijedi xy = yx (komutativni zakon za mnozZenje).

(A9) Za sve z,y,z € R vrijedi 2(y + z) = zy + 2z (distributivni zakon mnozenja prema sabiranju).

NAPOMENA 1.1.

Svaku uredenu trojku (S, +, ) koju ¢ine proizvoljan neprazan skup, te binarne operacije + i - za koje vaze
osobine (aksiomi) (A1)—(A9) nazivamo polje. Dakle polja su (R, +,-) i (Q,+,:), dok (N, +,-) i (Z,+,")
nisu polja.

Brojna osa. Neka je data prava p, vidi Sliku 1.1. Na pravoj p uo¢imo bilo koju tacku, na primjer O. Na ovaj
nacin dijelimo pravu p na tri dijela, prvi dio su tacke koje su lijevo od tacke O, samu tacku O i tacke koje su
desno od tacke O. Sada hotemo da svakoj tacki prave p pridruzimo ta¢no jedan realan broj. Samoj tacki O
mozemo pridruziti nulu 0, tacki A broj 1, tacki B broj 2 itd. Tackama koje su desno od tacke O pridruzujemo
pozitivan realan broj, na primjer tacki X5 dodjeljujemo broj zo = OX5, tj. duzinu duzi OX,, dok tackama
lijevo od tacke O dodjeljujemo negativan broj x; = —OX;. Na ovaj nacin uspostavljena je bijekcija izmedu
tacaka brojne prave i realnih brojeva (svakoj tacki brojne prave odgovara samo jedan realan broj i obrnuto).
Pravu p zovemo brojna osa (ili prava).

X\ 0 4 B X
T 0 1 2 Z2

Slika 1.1: Brojna prava

Samir Karasuljié¢ 6



POGLAVLJE 1. UVOD 1.1. Skup realnih brojeva

Uredenje na skupu realnih brojeva Vidjeli smo da svakom realnom broju odgovara jedna tacka na brojnoj
osi. Ako se tacka koja odgovara broju z nalazi lijevo od tacke koja odgovara broju y, onda je z < y ili y > x,
tj. @ je manje od y ili y je veée od x (ili y je desno od x pa je y vede od z). Dakle bilo koja dva realna broja
2 1 y mozemo uporediti, moguéa su tri slucaja z < y, x = y i > y. Koristimo relaciju uredenja (ili uredajnu
relaciju) €, x < y znadi ili je z < y ili = y. Relacija uredenja ima osobine

(A10) Za bilo koja dva realna broja z,y € R vrijedi z < y ili y < .
(A11) z <y iy <z ako i samo ako je z = y.

(A12) Akojex <y iy <z onda je z < z (zakon tranzitivnosti).
Relacija uredenja < je kompatibilna sa sabiranjem i mnozenjem i vrijedi
(A13) Ako je x < y onda za svaki z € R vrijedi  + z S y + 2.

(A14) Iz (0 sz A0<y) = 0< zy.

NAPOMENA 1.2.

Svaku uredenu trojku (S, +,-) koju ¢ine neprazan skup S i binarne operacije + i - za koje vaze osobine
(A1)-(A14) zovemo uredeno polje. Uredeno polje je i (R, +,-) i (Q,+,-), dok (N,+,-) i (Z, +,-) nisu
uredena polja.

Intervali i segmenti. Osim podskupova N, Z, Q, I skupa realnih brojeva R ¢esto se koriste i intervali odnosno
segmenti. Uobic¢ajena naziv je otvoreni interval ili samo interval, dok zatvoreni interval nazivamo i segment.
Otvoreni interval (ili samo interval) u oznaci (a, b) je skup elemenata x € R za koje vrijedi a < z < b, gdje su a
i b realni brojevi i a < b, tj.

(a,b) ={r €R:a < x < b}

Zatvoreni interval (ili samo segment) u oznaci [a,b], je skup elemenata z € R za koje vrijedi a < = < b, 1 ovdje
su a i b realni brojevi i a < b, tj.

[a,b]={r €eR:a<x<b}
Pored intervala i segmenta mogu se definisati i poluotvoreni intervali
(a,b]={zreR:a<z<b}, [a,b)={r€eR:a<z<b}
i beskonacni intervali
(m0,a)={reR:x<a}, (—o00,a]l={zreR:z<al,
(a,+0)={reR:x>a}, [a,+0)={z€eR:z=al.
Otvorena okolina. Otvorena okolina realnog broja a je svaki interval koji sadrzi broj a. Ako je a sredina
ovog intervala onda takvu okolinu zovemo simetri¢na otvorena okolina. Ove simetri¢ne okoline su sve oblika

(a —e,a +¢),e > 0 i nazivamo ih e-okolina broja ili tacke a (vidjeti Sliku 1.2). Duzina svake e-okoline je
a+¢e—(a—¢) = 2. Realan broj x pripada e—okolini tacke a ako i samo ako je ispunjen uslova—e <z < a +¢.

o 2 x
a—¢€ a x a-+¢e

Slika 1.2: e—okolina tacke a

Supremum i infimum.
DEFINICIJA 1.1.

Kazemo da je skup S € R odozgo omeden ili ogranicen, ako postoji realan broj M takav da je x < M za
svaki z € S. Svaki broj M sa navedenim svojstvom nazivamo majoranta skupa S. Ako skup S nije odozgo
omeden, kazemo da je odozgo neomeden.

Kazemo da je skup S € R odozdo omeden ili ogranic¢en, ako postoji realan broj m takav da je x = m za
svaki ¢ € S. Svaki broj m sa navedenim svojstvom nazivamo minoranta skupa S. Ako skup S nije odozdo

Samir Karasuljié¢ 7



POGLAVLJE 1. UVOD 1.2. Apsolutna vrijednost realnog broja

omeden, kazemo da je odozdo neomeden. Skup S S R je omeden, ako je i odozgo i odozdo omeden. U
protivnom se se kaze da je S neomeden.

PRIMJER 1.1.

Skup prirodnih brojeva ogranic¢en je odozdo, ali nije ograni¢en odozgo, za minorantu dovoljno je uzeti bilo
koji broj manji ili jednak 1, dok sa druge strane za bilo koji prirodan broj n uvijek postoji prirodan broj
vedi od n, na primjer n + 1, pa je N neomeden odozgo.

PRIMJER 1.2.

Svi skupovi (a, b), [a,b], (a,b], [a,b) su ograniceni, dok su (—00,a), (=00, a] ograni¢eni odozgo, a skupovi
(a,+00), [a, +00) su ogranic¢eni odozdo.

Svaki odozgo ogranicen skup S ima viSe majoranti, isto tako ogranic¢en skup odozdo ima vise minoranti, vidjeli
smo da su minorante skupa prirodnih brojeva svi brojevi manji ili jednaki 1. Od svih majoranti najzanimljivija je
najmanja majoranta, pa je pitanje kada ona postoji, isto tako postavlja se pitanje egzistencije najveée minorante.

DEFINICIJA 1.2.
Najmanju majorantu skupa S nazivamo supremum i oznacavamo sa sup S. Ako je sup S € S, nazivamo ga
maksimalnim elementom i oznacavamo ga sa maxS.
Najveéu minorantu skupa S nazivamo infimum i ozna¢avamo sa inf S. Ako je inf .S € S, nazivamo ga
minimalnim elementom skupa S i ozna¢avamo ga sa inf S.
Skup R ima vaznu osobinu:

(A15) Svaki odozgo ogranicen skup S C R ima supremum, a svaki odozdo ogranic¢en skup S C R ima infimum.

1.2 Apsolutna vrijednost realnog broja

DEFINICIJA 1.3 (Apsolutna vrijednost realnog broja).

Apsolutna vrijednost (ili modul ili norma) realnog broja x, u oznaci |z|, je preslikavanje x : R — R U {0},
definisano sa
z, ako je x > 0,
|z] =4 0, akojex=0, (1.1)
—z, akojex <0.

NAPOMENA 1.3.

Mozemo Koristiti i sljedece definicije koje su ekvivalentne sa Definicijom 1.3

def

|.’E| = max{x,—x},
|ac|d§f z2.
PRIMJER 1.3.
Vrijedi
13[=3, [=3]=3, [0]=0.

Vrijede sljedece osobine apsolutne vrijednosti realnog broja
L fayl = lollyl, 2 |2] = &,
4. lz—yl<|z|+y|, 5. |z|<ae= -asx<a,a>0, 6. ||| - |y|| < |z -yl

3. |z + y| < |z| + |y| (nejednakost trougla),

Samir Karasuljié¢ 8



POGLAVLJE 1. UVOD 1.3. Zadaci

NAPOMENA 1.4.

Geometrijski gledano apsolutna vrijednost realnog broja x predstavlja udaljenost realnog broja od koordi-
natnog pocetka vidjeti Sliku 1.3.

Slika 1.3: Grafik funkcije f(z) = |z| i udaljenost tacaka 2 i —2 od koordinatnog pocetka

1.3 Zadaci

PRIMJER 1.4.

Rijesiti jednacinu 3z — 2|x + 1| — |5 — x| = 3.

RjeSenje:

Odredimo prvo znak izraza x + 1 1 5 — x, iskoristimo grafike linearnih funkcija fi(z) =z + 11 fo(z) = -z + 5,
datih na sljedecoj slici

fil@) =z +1

T
x
fo(x) =—x+5
(a) Grafik funkcije fi(z) =z +1 (b) Grafik funkcije fo(z) = -z +5

Slika 1.4: Grafici linearnih funkcija, koji ¢e posluziti za oslobadanje od apsolutnih vrijednosti

Sada na osnovu grafika dobijamo sljedeéu tabelu
Interval I, z € (—o0, —1] vrijedi

3x—2[-(zx+1)]-(b-—z)=3e=3r+2x+2-5+rx=3=6rxr=6=x=1¢ (—0c0,—1].
Interval I1, z € (—1,5] vrijedi
3xr—-2(r+1)-5+r=3=2r=10=x=5€(-1,5].

Interval III, = € (5, c0)
3x—2(x+1)-[-(—z+5)]=3<=5=5,

ovo znaéi da su rjeSenja jednacine na intervalu III svi z € (5,00). Pa rjesenje jednacine unija svih dobijenih
rjeSenja na sva tri intervala € {5} U (5, 00) =[5, 00).

Samir Karasuljié¢ 9
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|z + 1] —(z+1) z+1 z+1

|5 — x| 5—-x 5-x —-(5—=x)

I II IT1

Tabela 1.1: Znak funkcija fi(z) =z + 11 fo(z) = -2 +5

PRIMJER 1.5.

Rijesiti jednacinu 2>+ - 2' + |—x2 +x+2 =2

RjeSenje:

Da bi odredili znak kvadratnih trinoma unutar zagrada apsolutne vrijednosti, posmatrajmo kvadratne funkcije
fiz)=2+2-21 foz) = -2+ +2.

filx)=2?4+2-2 ry =—1 xo=2

x

+ v+
x
T = —2 o =1 falz) = -2 +x+2
(a) Grafik funkcije fi(z) = 2° + 2 - 2 (b) Grafik funkcije fo(x) = —2” + 2 + 2

Slika 1.5: Grafici kvadratnih funkcija, koji ¢e posluziti za oslobadanje od apsolutnih vrijednosti

.o . . . - . s . ’ . “. . —_— hY 2— >
Nule funkcija f; i fo odredujemo rjeSavajuci odgovarajuce kvadratne jednacine po formuli ;5 = %,
vrijedi ) )

'+rx-2=0=(x;=-2VvVay=1); -7 +z+2=0 (z;=-1Vvzy=2).
Zmak izraza pod apsolutnim zagradama odredujemo koristeéi prethodne grafike

) -2 -1 1 2 +00
|x2+ac—2| 2 rz-2 —(z2+x—2) —(x2+x—2) 2 rz-2 22 +z—2

|-z +2+2| (-2 +2+2) (-2 +2+2) 22tz +2 22tz +2 —(—2% +2+2)
I 11 II1 v \%

Tabela 1.2: Znak funkcija fi(z) = 2° + 2 =21 folz) = —2° + 2 + 2

Interval I, z € (00, —2], vrijedi

x2+x—2—(—x2+x+2)=24:x2=3=»:E1/2=i\/§, T1jo ¢ (—00,-2].

Samir Karasuljié¢ 10



POGLAVLJE 1. UVOD 1.3. Zadaci

Interval II, z € (=2, —1], vrijedi
(P +z-2)—(—2"+2+2)=2ex=-1,2=-1€(-2,1].

Interval III, x € (=1, 1], vrijedi

(P rr-2)—a"rr+2=2’ =1 a =t m=1€(-1,1].
Interval IV, z € (1,2], vrijedi

P rr-2-2"+2+2=2e2=1,2=1¢(1,2]

Interval V, z € (2, 00), vrijedi

x2+x—2—(—x2+x+2)=24:>x2=34=>x1/2=i\/§, T2 € (2,00).
Pa je rjeSenje jednacine x € {—1,1}.

PRIMJER 1.6.

Rijesiti nejednacinu |2 — z| > |z + 1| — 3.
RjesSenje:
Oslobadanju od zagrada apsolutne vrijednosti pristupamo na isti na¢in kao i slu¢aju jednacina, koristeéi

sljedece grafike.

filr)=ax+1

x
x
fo(zx) = —o+2
(a) Grafik funkcije fi(z) =z +1 (b) Grafik funkcije fo(x) = -z + 2

Slika 1.6: Grafici linearnih funkcija, koji ¢e posluziti za oslobadanje od apsolutnih vrijednosti

Podatke iz grafika prenesemo u tabelu.

Tabela 1.3: Znak funkcija fi(z) =z + 11 fo(z) = -z + 2

Interval I, z € (—o0, —1], vrijedi
2—z>—-(z+1)-3=2-z>-1-1-3=2> -4
Nejednakost 2 > —4 je tacna bez na vrijednost z, tj. (Vz € R) 2 > —4, te je rjeSenje nejednacine na Intervalu I,

zE€RN(-00,—-1] = (—00,—1].

Samir Karasuljié¢ 11



POGLAVLJE 1. UVOD 1.3. Zadaci

Interval II, z € (-1, 2], vrijedi
2—z>r+1-3 -21>-4= <2 x€(—00,-2)

pa je rjeSenje nejednacine
x € (-00,2)Nn(-1,2] = (-1,2).

Interval III, z € (2, 00), vrijedi
—-2-z)>2x+1-3<= -2> -2

Ovo je neta¢na brojna nejednakost pa rjeSenje u ovom sluéaju @ (prazan skup).
Rjesenje nejednacine je unija rjeSenja na svakom posmatranom intervalu

z € (—o00,—1]uU (-1,2) = (—00,2).

PRIMJER 1.7.

s . 2z-1
Rijesiti nejednacinu | fﬂ | <2

RjeSenje:

Ovu nejednacinu mozemo rijesiti kao nejednac¢inu u Primjeru 1.6, medutim mozemo i iskoristiti sljede¢u
osobinu
o
|z|<ae= —a<z<ae=(-a<zAz<a),a€ER".

Koristec¢i prethodnu osobinu realnih brojeva, vrijedi

20 —1

20 —1 20—1 2zx-1
—_— < <
rz+1

‘@‘:"“m\?‘:"“mAm\

Zatim rijesimo dobijene nejednacinem jednu pa drugu. RjeSenje polazne nejednacine je presjek dobijenih
rjesenja, u ovom slucaju

ve[-1 00).

Samir Karasuljié¢
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POGLAVLJE 1. UVOD 1.3. Zadaci

PRIMJER 1.8.

Rijesiti nejednacéinu |2;:11 | 2 2.

Rjesenje:

U slucaju nejednacine |2;+_11 | = 2, koristimo se osobinom

|z]| >a e (x<-aVvz>a),aeR",

pa je
2¢ —1
z+1

2¢ — 1 2¢ — 1
= >92v < —
z+1 z+1

Rijese se obje nejednacine, ali rjeSenje polazne nejednacine je sada unija dobijenih rjeSenja, pa je na kraju
rjeSenje

1
x € (—00,—1)U (—1, _Z]'

Samir Karasuljié¢
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POGLAVLJE 1. UVOD 1.3. Zadaci

Zadaci za vjezbu

1. Rijesiti jednacine
(a) [2z-1|-2[1—=z| =1; (b) | =3| + |1 —4x| = 2|z +2]; (¢) |[22-1| =3Bz +1) = |z —1| -2(z+3) - 9;
() [2z2+1 =3lz=3|=|z—-1|+x2+2; (e)4(1—z)+ |22 -1| =3z — |z —-2| - 1;
(f) 122 -1]-3Bz+1) =]z —-1] —2(= +3) - 9;
(@) 2z +1|=3lz=3|=]z-1|+z+2; (W) 4(1-z)+|2z-1]| =3z - |z -2| - 1;
(i) |2° —4z| +3 =2+ |z =5]; ) |z —1|+|2° +3c—4] =5; (k) |z =5+ |2® - 22 -8| = T;
H2z-15-|z-2]|| =1

2. Rijesiti nejednacine
(a) 2-3|1—2z| -2x<s1—-4z-222+3|; (b) [z + 1| +[3z-1| > 2;
(¢) 20 -1 =3Bz +1)< |z -1 -2(x+3)-9;
() [22+1 -3lz-3|s|z—-1|+2+2; (e)4(l—z)+ |22 -1| 23z — |z —-2| - 1;

2¢ — 1
rz+1

z+1 1
[ 2_«
27

2x—3

z—1
m‘“%(h)

(f) <2 (g)

() |2* —z] = |z| <1; () |[o° -3z +2|-1>|z-3] (k) |2°-Tz+10]-]z—-3]| <6
) |lz—1]+ 2> +3z -4 25; (m) [2> -2z -3|+2-2z 2 |z —4]| + 2% (n) [2” + 22 - 3| < 3z +3;

22+ 22

—— <1
22 —4x +3

(0) |x2—4w| +3=2°+ |z —5[; (p)

Samir Karasuljié¢ 14



Poglavlje 2

Procentni racun. Racun smjese.

2.1 Razmjere i proporcije

U raznim proracunima, u prirodnim, inzinjerskim naukama i dr., ¢esto se pojavljuju razmjere, odnosi ili omjeri
nekih veli¢ina.

DEFINICIJA 2.1 (Razmjera).

Razmjera (ili omjer) dva broja a i b (a, b > 0) je njihov koli¢nik. Pisemo

a

a:bilig,a,b>0.

Ako su dvije razmjere a : b, i ¢ ¢ d jednake, dobijamo proporciju.
DEFINICIJA 2.2 (Prosta proporcija).
Jednakost koju formiraju jednake razmjere nazivamo proporcija. PiSemo

a:b=c:dili%=§.

Proporcije imaju osobinu
atb=c:d=(azxc):(bxd).

Ako je vise razmjera jednako, vrijedi

O O S e _&g_ge_P2 e e B T f
a.b—c.d—e.f—p.q@b i~ 7 g Saicierp b:d: f:q. (2.1)

Proporcije u prethodnom izrazu (2.1) nazivamo produZene proporcije.
PRIMJER 2.1.
Odrediti z iz proporcije (z +9) : 6 = x : 5.
Rjesenje:

(z+9):6=x:5=5(x+9)=6x < =45

15



POGLAVLJE 2. PROCENTNI RACUN. RACUN SMJESE.

2.2. Procentni ra¢un

PRIMJER 2.2.

Primjenom osobina produzene proporcije odrediti x,y, z i t, ako je
r+y+z+t=198ix:y:z:t=1:2:3:5.

Rjesenje:

Iz produzene proporcije vrijedi
= ]{;7

pa je
x=k,y=2k z=3k, t=>5k.

Sada u jednakosti z + y + z + ¢t = 198, zamijenimo x,y, z i t preko k, dobijamo
k+2k+3k+5k=198 = 11k =198 < k = 18,
pa je na kraju
x =18,y =36, z =54, t = 90.
PRIMJER 2.3 (Direktna proporcija.).
Tri majice kostaju 90 KM . Koliko majica mozemo kupiti za 240 KM?
Rjesenje:

Vrijedi 3:90 KM =z :240 KM < 2 - 90 KM = 3-240 KM < z = 8.

PRIMJER 2.4 (Obrnuta proporcija.).

Jedan vagon vreca krompira istovarila su tri radnika za 12 sati. Za koliko ¢e sati taj vagon istovariti 4

radnika?
RjeSenje:

Vrijedi 3 : 4 = xsati: 12sati & 4z = 36 & x =9 sati.

2.2 Procentni racun
Ako oznac¢imo sa

G- glavnicu

p— procenat

I— iznos,
tada vrijedi proporcija

G:100=1:p.

(2.2)

Glavnica je ukupan iznos ili koli¢ina nekog dobra, iznos je dio glavnice, dok je procenat stoti dio glavnice.

Oznaka za 1 procenat je
1 procenat = 1%.

Dakle 1% = ﬁ glavnice, glavnici odgovara 100%, a iznosu I vrijednost p.

Samir Karasuljié¢
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POGLAVLJE 2. PROCENTNI RACUN. RACUN SMJESE. 2.3. RACUN SMJESE

PRIMJER 2.5.
U grupi je bilo 32 studenta i studentice, sljedeé¢u godinu upisalo je 30-oro. Koliki je procenat prolaznosti?
Rjesenje:
Vrijedi G = 32, I = 30, pa je
32:100% =30 : p < 32p = 3000% < p = 93.75%.

Prolaznost je 93.75%.

PRIMJER 2.6.

Cijena nekog proizvoda je smanjena za 10%, a zatim je povecana za 15%, i sada iznosi 60 KM. Kolika je
prvobitna cijena?

RjeSenje:

Koristi¢emo oznaku C' za cijenu, i to C, Cy, C3 za prvu, drugu i trecu cijenu, respektivno. Vrijedi pro-
porcija
9
Ci: 100% = Cy: (100% - 10%) = Oy = ECl,
ili
1

Cg=01—m

9 1
C, = l—OC’l, (10% odgovara 1—0)

Sljedede

Cy 60

115-00 _ 1.15-09 ~ 2797 KM.

Cg = CQ + 01502 = 11502 =1.15- 0901 =4 Cl =

NAPOMENA 2.1.

Osim procenta koristi se i promil. Promil je hiljaditi dio od neke cjeline, oznaka za 1 promil je

1 promil = 1%e.

2.3 Racun smjese

Jednostavni (ili prosti) ra¢un smjese Ponekad je potrebno pomijesati proizvode razlicitih cijena kako bi
se dobio proizvod neke zadane cijene. Na primjer trgovac ima u skladistu kafu od 3 KM i kafu od 15 KM.
Prva kafa je loSijeg kvaliteta, a druga je preskupa za maloprodaju i on se odluc¢uje da ih pomijesa da bi dobio
kafu unaprijed zadane mase, koja kosta 8 KM po kilogramu, koja neée biti ni preskupa a bi¢e zadovoljavajuéeg
kvaliteta.

Sa matematicke strane, isti problem je u npr. mijeSanju dvije kiseline razli¢itih koncentracija da bi se dobila
kiselina sa unaprijed zadanom koncetracijom i unaprijed zadane zapremine. Preciznija formulacija problema
glasi:

U kojem odnosu i u kojim koli¢inama treba pomijesati ta¢no dvije velicine (dva sastojka) x; i x5 koje imaju
neko zajednicko svostvo razli¢itih vrijednosti (intenziteta) s; i s, tako da se dobije smjesa ukupne koli¢ine x i
zeljenog intenziteta s? Problem rjeSavamo rjesavanjem sistema

1 +T9 =2

X181 + oSy = XS,
sada zbog x5 = x — x1, dobijamo linearnu jednacinu sa jednom nepoznatom

2151 + (x — x1)89 = T8,

Samir Karasuljié¢ 17



POGLAVLJE 2. PROCENTNI RACUN. RACUN SMJESE. 2.3. RACUN SMJESE

¢ijim rjeSavanjem dobijamo x1, a x9 iz x5 = x — 1. Trazi odnos racunamo iz
L1

ZTo '

PRIMJER 2.7 (Prost rac¢un smjese.).

Imamo 48% 1 78% kiselinu. Koliko je potrebno jedne, a koliko druge nasuti u posudu da bi se dobilo
10 1, 60%-ne kiseline?

Rjesenje:

Oznacimo jednu koncentraciju sa s; = 48%, odgovarajuéu koli¢inu sa z;, druga koncentracija je s, = 78% i
odgovarajuca koli¢ina je z5. Ukupna koli¢ina je x1 + z9 = = = 10 1, dok je odgovarajuca koncetracija poslije
mijeSanja s = 60%.

Sada vrijedi

’JJ1+I'2=101

X181 + TSy = XS,
kako je x5 = 10 1 =2, dobijamo
2,048+ (10— 21)-0.78 =10-0.6 <= x; =6 1.

Potrebno je 6 1, 48%— kiseline i 4 1, 78%—kiseline.

PRIMJER 2.8 (Jednostavni rac¢un smjese).
Sa koliko postotnom kiselinom, treba pomijesati 6 1, 48%-ne kiseline, da bi se dobilo 10 1, 60%-ne kiseline?
RjesSenje:

Sada vrijedi
4p+6-0.48 =10-0.6 = p =0.78,

ili u procentima 78%.

Slozeni racun smjese Ako imamo vise od dvije veli¢ine koje trebamo pomijesati dobijamo sljedeéi problem:
U kojem odnosu i u kojim kolicinama treba pomijesati neke veli¢ine iste vrste x1,x»,...,x,, koje imaju neko
zajednicko svojstvo razli¢itih vrijednosti sq, ss, . .., s, da bi dobili smjesu ukupne koli¢ine x = z1 + x5 + ...+ x,
i zeljenog intenziteta s?

Ovaj problem rjesavamo algoritmom Sema zvijezde koji ¢emo ilustrovati na sljede¢em primjeru.

PRIMJER 2.9 (Slozeni rac¢un smjese).

U skladistu su 4 vrste robe po cijenama 160, 140, 110 i 50 KM (svojstva). Kako treba izmijesati ovu robu
po vrstama da bi dobili 560 kg ove robe po cijeni od 120 KM po kilogramu?

Rjesenje:

U Semi su unesene na lijevoj strani cijene pojedinih roba (vidjeti Sliku 2.1), tj. svojstva si, g, S3, S4,
treba izracunati kolike mase su pojedinih vrsta robe koje treba izmijesati (u ovom zadatku ove mase su
oznacena sa Ty, To, T3, T4). Usredini je traZzena cijena, dok su na desnoj strani trazene vrijednosti iz propor-
cije (ove vrijednosti trebaju biti pozitivne, tj. uzimaju se po apsolutnoj vrijednosti, zato uvijek oduzimamo
od vece vrijednosti manju).

Iz sheme na Slici 2.1 dobijemo sljede¢u prosirenu proporciju

11T 23w, =70:10:20:40 =21 292324 =T:1:2:4.
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POGLAVLJE 2. PROCENTNI RACUN. RACUN SMJESE. 2.3.

RACUN SMJESE

Iz prethodne prosSirene proporcije vrijedi

X
71=k=>x1=7k
Dok ay=k
%=2k«:x3=2k
%=4k4:»1:4=4k.

Koristimo sada ukupnu masu robe
Tk + k + 2k + 4k = 560 < 14k = 560 < k = 40.

Trazene vrijednosti dobijamo na sljedeé¢i nacin:

Robe ¢ija je cijena s; = 160 KM potrebno je x; = 7 - 40 kg = 280 kg;
Robe ¢ija je cijena sy = 140 KM potrebno je x5 =1 - 40 kg = 40 kg;
Robe cija je cijena s3 = 110 KM potrebno je x3 = 2 - 40 kg = 80 kg;
Robe ¢cija je cijena s, = 50 KM potrebno je z4 = 4 - 40 kg = 160 kg .

Provjera
280 + 40 + 80 + 160 = 560,

280 - 160 + 40 - 140 + 80 - 110 + 160 - 50 = 560 - 120
67200 = 67200.

s—s4="70

To; S9 = 140 Z s —s3 =10
s =120

x3; s3 = 110 \ S9—s =20

N/

T4y S4 = 50

Slika 2.1: Sema za dobijanje prosirene proporcije

NAPOMENA 2.2.

Ovaj zadatak nema jedinstveno rjesenje.

Samir Karasuljié¢
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POGLAVLJE 2. PROCENTNI RACUN. RACUN SMJESE. 2.4. Zadaci za vjezbu

2.4 Zadaci za vjezbu

1.
2.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.
23.

24.
25.

26.

27.

Rijesiti proporciju (a) (x —3):4=10:6; (b) z : (1 + ﬁ) = (3 + %) : 2.

Podijeliti duz od 456 m na tri jednaka dijela ¢ije ¢e duzine biti redom proporcionalne brojevima %, i

wl©
Sl

. Unuk, otac i djed imaju zajedno 120 godina. Koliko svaki od njih ima godina, ako su im godine u razmjeri

1:5:97

. Tri osobe ulozile su u jedan posao ove svote novca: osoba A 1200 KM, osoba B 9000 KM i osoba C

15000 KM . Ako je ukupna zarada od tog posla 210000 KM, koji dio zarade ¢e pripasti osobi C, (zarada
treba da je proporcionalna uloZenoj svoti novca)?

. Brojevi a,b i ¢ su u razmjeri 2 : 3 : 4. Ako je njihova aritmeticka sredina 15, koliko iznosi najmanji od

njih?

. Omjer secera i maslaca u kolacu je 4 : 3. U kolac je stavljeno 0.3 kg maslaca. Koliko ¢emo staviti Secera

u kolac¢?

. Sanduk voca tezak je 90 kg, od ¢ega je neupotrebljivo 4%. Kolika je tezina upotrebljivog voéa?

. Odsutna su 4 studenta, $to iznosi 12.5% od ukupnog broja studenata jedne grupe. Koliko studenata ima

u toj grupi?

. Koliko litara mlije¢ne masti ima u 300 1 mlijeka, ako to mlijeko sadrzi 2.8% mlijecne kiseline?
10.
11.

Cijena cipela je 270 KM. Kolika ée cijena biti nakon snizenja od 15%?

Poslije prelaska na novo radno mjesto jednom radniku plata je poveéana za 20%. Kolika je plata bila ako
je to povecanje 132 KM?

Cijena knjige snizena je 10%, a zatim za 20% i sada kosta 45 KM . Kolika je bila cijena prije prvog snizenja?

Na ispitu radila su se 3 zadatka. Pri tome 12% studenata nije rijesilo ni jedan zadatak, 32% studenata
rijesilo je jedan ili dva zadatka, dok je 14% studenata rijesilo sva tri zadatka. Koliko je ukupno studenata
radilo ispit?

Poslije 3 pojeftinjenja od po 10% cijena robe iznosi 2187 KM . Izra¢unati prvobitnu cijenu robe?

U tri vreée ima 64.2 kg bragna. U prvoj vredi ima 20% manje brasna nego u drugoj, a u treéoj 42.5% od
koli¢ine brasna iz prve vrec¢e. Koliko brasna ima u svakoj vre¢i?

Na skladistu ima kafe po cijeni od 7.5 KM i 5.5 KM po kg. Napraviti 120 kg mjesavine kafe koja ce
kostati po 6.8 KM po kg.

Koliko nge temperature 40°C i vode temperature 25°C treba pomijesati da se dobije 90 1 vode temper-
ature 307 C?

Koliko treba uzeti sumporne kiseline jacine 52% , a koliko jacine 88% da se dobije mjeSavina od 144 1
jacine 72%7

Komad bronze mase 7.5 kg sadrzi 72.% bakra. Kada se ovaj komad stopi sa drugim dobije se 10 kg bronze
koja sadrzi 70% bakra. Koliko je procenata bakra bilo u drugom komadu bakra?

Koliko litara 80% alkohola treba dodati u 1 1 vode da se dobije 20%—tni alkohol?

Imamo 4 vrste neke robe po cijeni od 120, 100, 70 i 50 KM. Kako treba pomijesati tu robu da dobijemo
400 kg robe po cijeni od 80 KM? Koliko mogucéih rjeSenja postoji?

Koliko bakra treba pomijesati sa 21 g ¢istog zlata da se dobije smjesa finoc¢e 0.757

Razblazen je 75% S$pirit sa 12 1 vode i dobijen je 51%— postotni §pirit. Kolika je bila prvobitna koli¢ina
Spirita?

Koliko vode treba izmijesati sa 150 g, 12%nog rastvora kiseline da smjesa bude 4%—postotna?

Zlatar izmijesa dvije vrste zlata ¢ije su finoée 0.75 i 0.81 (f—finoca zlatne smjese 0 < f < 1) i dobije se
50 g zlata finoée 0.774. Po koliko je grama zlata uzeo obje vrste zlatar?

Kada se pomijesa 60 1 ruma od 72% sa 70 1 alkohola od 96%. Koliko treba vode dosuti u ovu smjesu da
se dobije rum od 46%?

Koliko 75%—tne otopine soli treba dodati u 20 1 da se dobije 60%—tna otopina soli?
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Poglavlje 3

Kompleksni brojevi

3.1 Uvod

Prosirenjem pojma broja doslo se do polja realnih brojeva (R, +, -). U polju realnih brojeva sve jednacine oblika

a+x=0>b,
c-x=d,
n
T =p
2n+1
x —

?

gdje su a,b,d € R, c € R\ {0}, p € R" U {0},q € R, a n € N, mozemo rijesiti. Medutim ponovo je potrebno
izvrsiti prosirenje, jer npr. jednostavna jednacina

2> +1=0,

nije imala rjesenje u R.
Ponovo je potrebno izvrsiti prosirenje, ovaj put skup realnih brojeva R. Definisimo na skupu

RxR=R>={(a,b):a,beR},

operacije sabiranja + i mnozenja - na sljedeéi na¢in

(Va,b,c,d € R) (a,b) + (¢,d) = (a + c,b+d),

(Va,b,c,d € R) (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Uredena trojka (R2, +,-) je polje. Ovo polje naziva se polje kompleksnih brojeva i obiljezava se sa C, dok
njegove elemente nazivamo kompleksni brojevi. Pokazuje se da vrijede svi aksiomi polja.

NAPOMENA 3.1.
Za polje kompleksnih brojeva koristiti se ¢esée oznaka C, umjesto (C, +, -). Ista oznaka C koristiti se i za

sam skup kompleksnih brojeva. Iz samog konteksta vidi se radi li se o skupu ili polju, a ako se ne vidi onda
se naglasi o ¢emu se radi.

Kompleksni broj (0, 0) zva¢emo kompleksna nula, a kompleksni broj (1,0) kompleksna jedinica i oznacava¢emo

(0,0) =0
i

(1,0) = 1.
Kompleksni broj (0, 1) oznaci¢emo sa i, tj.

(0,1) =14,

zva¢emo imaginarna jedinica. Sad vrijedi,

z=(z,y) = (z,0) + (0,y) = (x,0) + (y,0) - (0,1) = x(1,0) + y(1,0)(0,1) =x-1+y-1-i=x + yi.
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI 3.1. Uvod

Oblik
T+ yi

naziva se algebarski oblik kompleksnog broja. Pri tome je

> =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1.

Vrijedi

.1 .
T =1
i = -1
3 .2
=91 = —1
it=-1-(-1)=1
5 4
T =11 =1

te je

4n

g An+1 g 4n+3
i =1,1 = 7 =

An+2 .
i, i ==1 =—i,n €N.

Za kompleksni broj z = x + yi, realni broj z je realni dio kompleksnog broja z i pise se
x = Re(z),
a realan broj y je imaginarni dio kompleksnog broja z, i pise se
y = Im(z).
Za dva kompleksna broja z; i z9 vrijedi
21 = 29 & Re(z1) = Re(22) A Im(z1) = Im(23). (3.1)
Vrijedi ako je Im(z) = 0, tada z € R. Ali ako je Im(z) # 0ARe(z) = 0, tada je kompleksni broj ¢isto imaginaran.

NAPOMENA 3.2.

Polje (C, +, +) nije uredeno kao polje (R, +, +). Pretpostavimo suprotno da se moze definisati relacija poretka
< u (C,+,-). Tada bi za Vz;,2, € C vrijedilo 2; < 25 ili 20 < 2;. Prethodno vrijedi i za 0 i za ¢, dakle
imamo 0 < i ilii < 0. Iz0<i = 0<i = —1. Kontradikcija. Sliéno, iz i < 0 slijedi 0 < —i a sada je
0<i’= —1, Sto ponovo dovodi ko kontradikcije.

Konjugovano—kompleksni broj Za kompleksni broj z = = + yi, broj z = z — yi je konjugovano—kompleksni
broj kompleksnog broja z. Vrijedi

Z =z,
2+z zr+Hyitxr-—yi
5 = 5 =z = Re(z),
2=Z x+yi—(r—-yi) ~ Im(2)
2 % =y =iz

2 Z=(z+yi)- (z—yi)=a2" +y = (Re(2))” + (Im(2))>.
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI 3.2. Algebarski oblik

3.2 Algebarski oblik

3.2.1 Operacije sa komp. brojevima u alg. obliku

Neka su kompleksni brojevi z; i z9 dati u algebarskom obliku, tj. z1 = x1 + y14, 2 — 2 = x5 + yoi. Sabiranje,
oduzimanje, mnozenje i dijeljenje se svodi na

2+ 29 = X1 + Y1t + (@ + y2t) = (21 + 22) + (y1 + y2)i,
21— 29 = X1 + Y18 — (@ + y2i) = (21 — 22) + (Y1 — y2)i,

(129 — y1y2) + (T1y2 + T2y1 )i

21+ 29 = (w1 + Y1) - (@ + yat)

Z_2_332+y2i_I2+yzi'$1—y1i_~’U1$2+y1yz+$1312—$2y11. 2 %0
21 mptyrt oz Yyt T — Yt 22 + 42 w42 Les

PRIMJER 3.1.

Dati su kompleksni brojevi z; = 3 + 44, 25 = 2 — bi.
Izracunati (a) 21 + 2o; (b) 21 — 29; (¢) 21 + 295 (d) i_?’ te odrediti Re(22> i Re(i—j); (e) —=—. Rjesenje:

22 z1+Z2
Vrijedi

(a) 21+ 20 =34+4i+2—-5i=5—7;
(b) 21— 2 = 3+ 4i— (2—5i) = 1+ 9i;
(c) 21+ 25 = (3+4i) - (2=5) = 6 — 15i + 8 — 20i> = 6 — 7i — (=20) = 26 — T;

29 2-5i 3-4i (2-5i)(3—-4i) 6-8 —15i+20i° -14-23i 14 23

@ =375 °3°5 " 9+ 16 25 - T 925 T 25 25%
. zo \ _ 14 Zo |\ _ 23 .
te je Re(z—l) =0 Im(z) = =5
Zy  _ 3-4i _ 3-4i 5-9i 15-27i—20i+36i° —21—4Ti
() 1 +7Zy 3+4i+2+5i 5+9 5-9i 25 + 81 - 106
PRIMJER 3.2.

Odrediti z i y iz jednakosti z + 3z — 2z = 2 + 3i.
Rjesenje: 1z z = z + yi i z = z — yi, dobijamo
T+yi+3r—2(x—yi) =2+ 3i < 2z + 3yi = 2 + 31,

sada iz jednakosti dobijamo 2z =2 <=z =1i3y=3 <= y=1.

3.3 Geometrijska interpretacija kompleksnog broja

Kompleksan broj z mozemo intrepretirati kao tacku u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu u ravni.
Svakom kompleksnom broju z obostrano—jednoznacno éemo pridruziti tacku u Oy ravni. Ova ravan je
GauBova' ili kompleksna ravan. Na z—osu nanosimo realni dio kompleksnog broja z i zovemo je realna osa, dok
na y—osu nanosimo imaginarni dio kompleksnog broja i zovemo je imaginarna osa.

! Johann Carl Friedrich GauS (30. april 1777.-23. februar 1855.godine) bio je njemacki matematicar koji je dao doprinos u
mnogim oblastima matematike, kao npr. teorija brojeva, algebra, statistika, analiza, diferencijalna geometrija i dr.
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI 3.3. Geo. inter. kompleksnog broja

M(z,y)

(0,0) A .

Slika 3.1: Predstavljanje tacke M (x,y) u GauBlovoj ravni

Posmatrajmo proizvoljan kompleksni broj z = x + yi predstavljen na Slici 3.1 tackom M (z,y). Funkcija
|+]:C - R* U {0} definisana sa

je modul kompleksnog broja |z| (ili p). Kako je z -z = 2> + 4%, to je |z|* = z - Z. Geometrijski modul |z|
kompleksnog broja z predstavlja rastojanje tacke M (x,y) od koordinatnog pocetka (0,0).
Posmatrajmo funkciju arg : C \ {0} = (-7, 7] definisanu sa

arctg ¥, x>0
m+arctgd, x<0Ay=0;
argz = —7r+arctg%, z<0Ay<0 (3.2)
§7 z=0Ay>0
-3 z=0Ay<0,

gdje je 2 =z + yi € C\ {0}. Broj arg z je glavna vrijednost ili glavni argument kompleksnog broja z.
NAPOMENA 3.3.

jedan krak pozitivna realna osa a drugi krak je poluprava koja polazi iz koordinatnog pocetka i prolazi
kroz tacku M (z,y) (Slika 3.1).

PRIMJER 3.3 (Prakti¢no odredivanje ugla ¢).

Odrediti vrijednost modula |z| i argumenta arg z, tj. ¢, kompleksnog broja |z|, ako je
(a) z = 4V3 + 43; (b) z = —4V3 + 4i; (¢) z = —4V3 — 4i; (d) z = 4V3 — 4i; (e) z = 4V3; (f) 2z = 44;
(9) z = —4v3; (h) z = —4i.

Rjesenje:
Vrijedi (vidi Sliku 3.2)

(a) z=4v3,y =4, paje |z| = \/(4V3) + £2 =8, dok je p = arctg L = ;== L o =17,
Slika 3.2 gore desno.

(b) = = —4/3, y = 4, Slika 3.2 gore lijevo, |z| = v/ (4V3)? + 42 = 8, sa slike je ¢ = 7 — a, iz trougla AAOB
je a = arcctg ﬁg = %, pa je na kraju ¢ = %’“;

(¢) = —4y/3,y = —4, sa Slike 3.2 dole lijevo je ¢ = m + «, dok je a = arctg ﬁ = %, te je p = %’T;
(d) = =43, y = —4, sa Slike 3.2 dole desno je p = 271 — a, a = 5 P= HT”;

() £=4v3,y=0, |z| =4V3, o =0;
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI

BROJEVI

3.4. Trig. oblik kompl. broja

(f) z=0,y=4i, |z| =4, p=F;

(9) =-4V3,y=0, 2| =43, p = 7;
(h)$=07y=_4i7 |Z|=4590=3?7T'
U trouglu AOBA vrijedi Y Y U trouglu AOAB vrijedi
_ 4 _ 4 _ T
tga—w?a—arctgm—g p=1/(4V3)2 +42 =38
5 ™
<p=7r—a=7r—z:—7r tg¢:4;\“/§7<ﬂ:arc'ﬁgﬁ§=g
6 6
B(74\/§7 4) ____________________________ B(4\/§, 4)
| |
| |
| p AR P |
| Y |
| |
| |
N v a
x x
A 0(0,0) 0(0,0) A
U trouglu AOAB vrijedi Y Y U trouglu AOBA vrijedi
tga= 24 a=arctg -1 =" tga= 4, a=arctg -2 ="
g 3’ g 3 6 g 3’ g V3 6
—rta=r+i=1" T
PETFASTEE TS T
e :
A 2 A
. o T . R R T
: o 0(0,0) ~0(0,0) :
| ) . p |
[ [
[ [
[ [
[ [
Slika 3.2: Odredivanje ugla
3.4 Trigonometrijski oblik kompleksnog broja
Za z=x +yi, p=|z|,0 = arg z sa Slike 3.1 iz trougla AOAM vrijedi
x =pcosh, y=psinb, tgh = %, x#0.
Akojex =0,y >0, tada je argz = g, odnosno za x =0, y < 0, je argz = —g. Sada dobijamo trigonometrijski
oblik kompleksnog broja z = x + yi
2z = p(cos@ + isinb.)
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI 3.4. Trig. oblik kompl. broja

3.4.1 Mnozenje i dijeljenje kompleksnog broja u trigonometrijskom obliku
Neka su data dva kompleksna broja u trigonometrijskom obliku z; = py(cos 6 +isin6,) i zy = pa(cosfy+isinby).

Vrijedi

21+ 29 = [p1(cosO; +isinfy)] - [pa(cosfy + isinby)]
= p1pafcos By cos By — sin B sin By + i(cos B, sin Oy + cos Oy sin ;)]
= p1p2[cos(0y + 02) +i(sin(0; + 03))].

Mnozenje dva kompleksna broja u trigonometrijskom obliku vr§imo po formuli

21+ 29 = p1 + pelcos(fy + 03) +isin(6y +65)]

z1  ppcosfy +isinfy cosbfy —isinby
Zy  pP2cosfy +isinfy, cosly —isinby

p1 cos B cos By + sin B sinfy + i(sin 61 cos Oy — cos 61 sin )

P2 cos? By + sin? O
= %[cos(@l —0y) +isin(f6; — 62)].

Dijeljenje dva kompleksna broja u trigonometrijskom obliku vrsimo po formuli

2 p .

% = p—;[cos(ﬁl —05) +isin(6; — 6;)]
PRIMJER 3.4.
Dati su kompleksni brojevi z; = 1+ 4, 29 = 8((:05%7r + isin %’T), z3 = 2(cos121° + isin121°), 24 =
cos 14° + isin 14°. Izracunati 222

RjeSenje:

Vidi Sliku 3.3, prvo prevedemo z; u trigonometrijski oblik kompleksnog broja, sa Slike 3.3 je z;
V2(cos45” + isin45°), pa je sada

2025 V2(cos45° +isin45’) - 8(cos 150° + isin 150°)
Z3° 21 2(cos121° + isin121°) - (cos 149 + isin 14°)
8v2(cos195° + isin 195°)
= — =42
2(cos 135° + isin 135°)
= 4v/2(cos 60° + i sin 60°).

[cos(195° — 135%) + i sin(195° — 135°)]

Rezultat mozemo napisati i u algebarskom obliku kompleksnog broja

. 1 V3
e Zi = 4v2(cos60° + i sin 60°) = 4\/5(5 + ‘/_‘) = 2v2 + 2v6i.

23 2 ot

3.4.2 Eksponencijalni kompleksnog broja

Ako uvedemo oznaku cosf + isinf = ew, kompleksni broj z = p(cos# + isin ) mozemo pisati u obliku
0i
z = pe

ovaj oblik zovemo eksponencijalni ili Eulerov” oblik kompleksnog broja.

?Leonhard Euler (15. april 1707.-18. septembar 1783. godine) bio je Svajcarski matematicar, fizicar, astronom, logi¢ar, inzinjer.
Dao veliki doprinos u mnogim oblastima matematike.
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI 3.4. Trig. oblik kompl. broja

Y
M(1,1)
&
7
&
y
N
Q5 X
N
y
Q =
o= (- 4)
(0,0) x

Slika 3.3: Kompleksni broj z; = 1 + 4 u Gauflovoj ravni

Vrijedi

021 (01+602)i

_ 011 i _
Rl Ry = p1e - - p2€ - = pP1p2e€

011
2_pel P 01-0)i
z2 p2€02i P2 '

3.4.3 Stepenovanje kompleksnog broja

Neka je z; = py(cosy + isinf;), k = 1,2,...,n. Na osnovu matematicke indukcije’ slijedi
Z1 Ry ... 2Zp =1 ~p2-...~pn[cos(91 +92+...+9n)+isin(91 +02+...+9”)].
Akojezi =29 =...=z,,ondajep; =py=...=p, 10 =05 =...=0,, dobijamo

2" = p"(cosnb + isinnh)

ili u eksponencijalnom obliku

n n noi
= e

Moivreov (Moavrov) obrazac (ili formula)

(cosf +isinf)" = cosnb + isinnb.

3.4.4 Korjenovanje kompleksnog broja

Neka je data jednacina
2" =,

gdje je n € N, a u je kompleksan broj razli¢it od nule. Tada pisemo

z = Yu.
Potrebno je za broj u odrediti kompleksni broj z. Neka je u = r(cos + ising), 2 = p(cos + isinf). Tada je
(p(cosB + isinf))" = p"(cosnf + isinnf) = r(cosp + isinp), pa na osnovu jednakosti kompleksnih brojeva
p" =7, nb =+ 2kn, k €Z, odakle je

+ 2k
p=ro="""" keL

3Princip matematicke indukcije: Jedan iskaz P(n) istinit je za svaki prirodan brod n, 1) Ako je istinit za prirodan broj 1; 2)
Ako implikacija P(n) = P(n + 1) vaZi za svaki prirodan broj n.
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI 3.4. Trig. oblik kompl. broja

Medutim, razli¢ite vrijednosti cijelih brojeva ne daju u su$tini razli¢ite argumente. Ako uzmemo da je k = n
biée %2"” = £ + 27, ista se vrijednost dobije za k = 0. Slicno, dobijamo da je ¢+2(Z+k)ﬂ = ‘pfkw + 27. Dakle,
poslije n uzastopnih cijelih brojeva kompleksni brojevi se ponavljaju, pa imao n razli¢itih vrijednosti %/u, a to
su

+ 2k + 2k
oy = W(cos% +isinu)

ili u eksponencijalnom obliku

p+2km

o= Yus=Yre L k=0,...,n—1.

Sva ova rjeSenja leze na kruznici poluprecnika %/r i ¢ine tjemena pravilnog n—to ugla, ¢ije je jedno tjeme
(20) sa argumentom £, a za svako sljedeée tjeme argument se povecéava za =*.
n n

PRIMJER 3.5.

.\80
Dat je kompleksni broj z = R pe g <_12+3) +i'?. Izradunati ¥z.
RjeSenje:

\80
Izracunajmo prvo (_121(2,) , prevedemo ovaj kompleksni broj u trigonometrijski oblik, sa Slike 5.1a je

(-1- i)so _ [\/ﬁ(cos %’T + 4 sin %)]80

240 240
2% [cos (22 - 80) + isin (22 - 80) ]
= 7 = cos 1007 + 4sin 1007 = 1,
2 0
pa je sada
si a3 (=1=9)% 19 40041 | 41043 4-4+3
z2=1 +i +————+1 =1 + 4 +1+ =1-q.

240

Koristec¢i Sliku 5.1b pretvorimo kompleksni broj iz algebarskog u trigonometrijski oblik, i dobijamo

Tm . T
z=\/5(cosz+zsmz).

Sada je
T e
. = + 2km = + 2km
¥z = 3V\/§(C084T +isin4T),

te rjesenja wy, wy i wy dobijamo uvrstavajuéi k = 0,1,2 u prethodnu jednakost, pa vrijedi

k=0

_ 6 T .. T
wo = ﬁ(cosﬁ+zsmﬁ),
k=1

6 157 . 157w
wp = ﬁ(cosﬁ+zsmﬁ),
k=2

6 231 L. 237

Wo = ﬁ(COSﬁ'FZSIHﬁ).

Rjesenja su predstavljena na Slici 5.1c.
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI

3.5. Zadaci za vjezbu

M(-1,-1)

y y

-
(N S

M(1,-1)

(a) Kompleksni broj z = -1 — ¢ (b) Kompleksni broj z=1-1 (c) Rjesenje jednacine 3/z

Slika 3.4: Gauflova ravan u kojoj su predstavljeni kompleksni brojevi —1 — ¢, 1 — 4, wg, wy 1 we

3.5 Zadaci za vjezbu

1.

10.

Dati su kompleksni brojevi z; = 2 — 3¢, 2o = 1 + 24. Izracunati
z z 4 z
(8) 21+ 22, (b) 21 = 20, (€) 2120, () 2, (o) Ll () |2, (2) Re(2), () Im(2).

. IzraCunati

143 (—A+i)(—4—i 2z - 2:%
P EAEDCAT) g m g oy, B2
(-1+4) L+

25 \50 |, .40 | .62 , .83
+ (- +i +i + b —_—.
(a) @ (-1) i i i, (b) 1

. Izracunati

(a) z iy iz jednac¢ine 3z + xi — 2y = 12 — yi — i, (b) z iz uslova (2 + i)z + 22 — 3 =4 — 6i.

. Odrediti kompleksan broj z iz uslova |z —4| = |z = 2| A |z = 3| = |z — 2i|.

. Dati su kompleksni brojevi z; = 2 — 2v/3i, 29 = —6v3 — 6i, 23 — 5 + 5i.

(a) Pretvoriti date kompleksne brojeve iz algebarskog u trigonometrijski oblik;

. . %1 R2
(b) Izracunati %

L4060

, .23 %2

(c) Izracunati ——5—.
%2

1+4i+3i°°

53, hapisati u trigonometrijskom obliku;

Kompleksni broj z =

Izracunati

(a) V-3 —3i, (b) V3—-3V3i, (c) z ako je z° = 2 — 2V/3i.

Izrac¢unati kompleksan broj z iz uslova Re ( Z;E) + 10¢ Im (%) =2+ 1+ 24, azatim izracunati /z.

Rijesiti jednacinu 2° + 2 + 2i = 0.

Zadaci za vjezbu *

) Rijesiti jednacinu z° — V3 +i = 0.

) Dat je kompleksan broj z = 4v/3 — 124, izracunati ¥/z.

) Dat je kompleksan broj z = 6 — 2v/3i, izracunati ¥/z.

) Rijesiti jednacinu z° — V3 +i = 0.

e) Ako je z = 5 — 5V/3i, odrediti z° i ¥/z.
) Rijesiti jedna¢inu u skupu racionalnih brojeva 42° +TV3i=T.
) U skupu kompleksnih brojeva rijesiti jedna¢inu 2t —3V3 = -3i.
) U skupu kompleksnih brojeva rijesiti jedna¢inu A +2i=v3-i

1+

5

(i) Rijesiti jednac¢inu z =

4Malo tezi zadaci

Samir Karasuljié¢
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POGLAVLJE 3. KOMPLEKSNI BROJEVI 3.5. Zadaci za vjezbu

NIEY
5

(k) U skupu kompleksnih brojeva rijesiti jedna¢inu V220 +2i = 3i + 1.

(j) Rijesiti jednacinu z =

(1) Izrac¢unati kompleksan broj z iz uslova i Re (%) + Im (%) +z=1+3i,

(m) Izracunati kompleksan broj z iz uslova Re(zz) = %ﬁ i Im(z'—;l) = %@7 gdje je 2y =2 —3i, a
1
zatim izracunati z'2

(n) Izracunati kompleksan broj z iz uslova

z—lQ‘_5,
—8i| = 3"

z—4| 1
z2—8|
(o) Izracunati z i {/z ako je |z — 2| + ZRe(2z) + 2° — 4z = 4i.

(p) Izracunati z°° ako je 2% — i Re (z + %) =1—iV3—i.

(q) Izracunati /z ako je % (2(2 —i)+ —VSQ‘E) = -3(1 + 2V3 + 2i).

(r) Pokazati da Re (i - %) = 0 predstavlja jednacinu kruznice.
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Poglavlje 4

Matrice 1 determinante

4.1 Osnovni pojmovi o matricama
Prelazak promjenljivih xq, xs, ..., x, na nove promjenljive y1,¥ys, ..., y, pomocu formula

Y1 = a1y + A12T9 + ...+ A1nTy,

Yo = Q21X + Ao2ZTo + ... + A2, Ty,

(4.1)
Yn = Qp1T1 + QpoZo + ...+ QppTp, a;; €C i, 5=1,...,n
zove se linearna transformacija promjenljivih z,...,z, u yi,...,y,. Koeficijente promjenljivih z1,...,x,
mozemo izdvojiti i staviti ih u sljedeé¢u shemu
aiq a9 e A1y
a9g1 99 . Aoy, (4 2)
Up1  QAp2 ... Qpp

Ovu shemu (4.2) zovemo matrica (ili matrica linearne transformacije).

o Koeficijenti a;;, 4,5 = 1,...,n, su elementni matrice.

e Elementi a;1,...,a;,, 1 = 1,...,n, ¢ine i—tu vrstu matrice.

e Elementi ay;,...,a,;5, j =1,...,n, ¢ine j—tu vrstu matrice.

e Elementi aq1,...,a,,, ¢ine glavnu dijagonalu matrice.

e Elementi aqy, a2 -1, .., 0,1, ¢Cine sporednu dijagonalu matrice.
e Matricu krace zapisujemo A = (a;;).

Matrica kod koje je jednak broj vrsta i kolona, kao kod matrice A iz (4.2), zovemo kvadratna matrica. U
slucaju da broj kolona i vrsta nije jednak dobijamo pravougaonu matricu

aiq a19 e A1y
a a e a

21 ?2 2n (43)
Am1  Am2 oo Qun

Za matricu koja ima m vrsta i n kolona, kazemo da je tipa, ili formata, ili dimenzije m X n ili jednostavno
matrica m X n, 1 piSemo

Aan'
Matrica formata 1 X n je takode matrica formata m X n, tj. m =1,
(ayas ... ap),
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.1. Osnovni pojmovi o matricama

ovo je matrica vrsta. Na isti na¢in rezonujemo za format n X 1, sada jen =1

by

by

bn,
ovo je matrica kolona. U slu¢aju matrice kolone i matrice vrste, obi¢no se ne pise drugi indeks elementa. Matrice
kolone i matrice vrste nazivaju se i vektori. U slu¢aju m = n = 1 dobijamo matricu sa samo jednim elementom
(ay). Skup svih vektora tipa n X 1 sa realnim odnosno kompleksnim elementima obiljezava se sa R" odnosno sa

C", respektivno.

PRIMJER 4.1.

Date su matrice

-1 2 0 4 -1
A=(§_1§?),B= 12 1 |,c=|2 1
0 0 —4 3 5

Matrice A i C su pravougaone, formata 2 X 4, 3 X 2, respektivo, dok je matrica B kvadratna matrica,
formata 3 X 3. Prethodno mozemo zapisati: Asys, B3xz, C3xa.

Jednakost matrica

DEFINICLJA 4.1.

Dvije matrice jednake su ako su istog formata i ako su im odgovarajuéi elementi jednaki.
Drugim rije¢ima, matrica A = (a;;) i B = (b;;) formata m X n su jednake ako je ispunjeno m x n uslova

a;; =by,i=1,...,m, j=1,...,n.

PRIMJER 4.2.

Date su matrice

12 0 4 -1
a<(3 13 1)B=| 12 1le=|2 1]p=(5 7]
0 0 -4 3 5

Samo su matrice A i D jednake, tj. A = D.

4.1.1 Operacije sa matricama

Sabiranje matrica

DEFINICIJA 4.2.

Zbir matrica A = (a;;) i B = (b;;), formata m X n, u oznaci A + B je matrica C' = (¢;;), formata m X n,
gdjejecij =a;; +b;,i=1,....m, j=1,...,n

Drugim rije¢ima, matrice sabiramo ako su istog formata i to radimo tako sto im sabiramo elemente na istim

pozicijama. Analogno se vrsi i oduzimanje, tj. C' = A— B vr§imo tako §to od elementa a;; matrice A oduzimamo
odgovarajuti element matrice B, ¢;; = a;; — b;;.
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Mnozenje matrice brojem
DEFINICIJA 4.3.

Proizvod matrice

ajq ai9 °00 QA1p
agy 99 RN Aoy,
Am1  Am2 Amn
i broja « definiSe se sa
ajq a9 000 A1p aaqq a9 000 A1y
a- 91 929 ce Aoy, _ a9 a9 ce Aoy,
Am1 Am2 .. Qmp A1 Ao ... OQuyp

Pomnoziti matricu A sa brojem «, znaci svaki element matrice a;; pomnoziti sa brojem a.

PRIMJER 4.3.

Date su matrice

Izracunati

(a) A+ B;

(b) C — A;

(¢) 2A-3B +4C.

Rjesenje:

Vrijedi

(a) A+B = 2120+3—1—50 ([ 2+3 1-1 2-5 0+0)\ _ (5 0 =3 0
“\3 1 21 0 -1 2 1/ {3-01-1 2+2 141 )" \3 0 4 2 )

1l
—
w N
— =
N DN
— O
N~——
|
w
—
o W
(I
— =
MI
. . U‘(
— O
~ —
+
S
—
|
W N
— O
N DN
— O
—_ 0 S~ —

2 3

2 0

0\ -3 -15 0

2 -3 6 3
4-9-8 2+34+0 4+15+8 0+0+0
6-0+12 2+3+4 4-6+8 2-3+4

-13 5 27 0
18 9 6 3
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TEOREMA 4.1.

MnoZenje matrice brojem ima osobine
1. a(A+ B) = aA + aB;

2. (a+ B)A =aA+ BA;

3. (aB)A = a(BA);

4. 1-A=A;.

gdje su o, 5 € C i A, B su matrice istog formata.

Mnozenje matrica
DEFINICIJA 4.4.

Proizvod matrica A = (a;;)mxn 1 B = (bjk)nxp, W 0znaci A - B ili AB, je matrica

C = (cik)mxp = (Z aijbjlc) :
mxp

i=i

Dakle, element ¢;;, matrice C' dobijamo na taj na¢in Sto se elementi i—te vrste matrice A
(@i aig - i)
pomnoze sa odgovaraju¢im elementima k—kolone matrice B
bik

bar

bnk

i dobijeni proizvodi se saberu. Mnozenje matrice u opstem slucaju nije komutativna operacija, sama za neke
matrice vrijedi ova osobina.

DEFINICIJA 4.5.

Ako je AB = BA, matrice A i B zovu se komutativne matrice.

TEOREMA 4.2.

MnoZenje matrica ima osobine
1. (AB)C = A(BC) (asocijativnost);
2. (A+ B)C = AC + BC (distributivnost);
3. A(B+C) = AB+ AC (distributivnost).

PRIMJER 4.4.

Date su matrice

2 1 -2
A=(g ; _(2)),3= 0 4|,Cc=| 0|,D=(11 -2)
-1 0 1

Izracunati (a) AB; (b) BA; (¢) AC; (d) DB.

RjeSenje:
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Vrijedi
2 1
w)AB=<3 1 —2) a0 =(3.2+L0—24—n 3-1+L4—2-0> =(8 7)
02 0/, 10 ) 0-2+2-040-(=1) 0-1+2-4+0-0 ), ., \ 0 8/,
oX
2 1 6 4 —4
(b)) BA=| 0 4 (g % _3)= 0 8 0
-1 0 -3 -1 2
-2
31 -2 -8
“)AC‘(O 2 0) ? ‘( 0)
2 1
(dDB=(1 1 -2)| 0 4 |=(4,5)
-1 0

4.1.2 Trougaona, dijagonalna, skalarna, jedini¢na i transponovana matrica
DEFINICLIA 4.6 (Trougaone matrice).

Kvadratne matrice oblika

aiq 0 0 ces 0 0 ay; Qi a3 ... a1 n-1 A1p
agy a2 0 ce 0 0 0 g A3 ... a2 n-1 (057%
i
Gp-11 Qp-12 0ap-13 ... (Ap-1n-1 0 0 0 0 cov Op-1n-1 Op-1n
Ap1 Q2 p3 ... Upp-1 Oy 0 0 0o ... 0 A,

zovu se donja i gornja trougaona matrica, respektivno.

PRIMJER 4.5.

300 3 -2 1
A=|2 2 0 |,B=|0 2 -4 |,
1 6 2 0 0 2

matrica A je donja trougaona, a matrica B je gornja trougaona.

DErFINICIIA 4.7 (Dijagonalna matrica).

Kvadratna matrica, ¢iji su svi elementi van glavne dijagonale nule zove se dijagonalna matrica, tj.

o
(en]
S

ay 0

o O
o O
o O
S
7
or
3
|
—_
S
S O
3
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PRIMJER 4.6.

Matrica
4 0 0 O
0 -2 0 O
0 0 3 0
0 0 0 5

je dijagonalna matrica.

DEFINICIJA 4.8 (Skalarna matrica).

Dijagonalna matrica ¢iji su svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki zove se skalarna matrica.
DEFINICIJA 4.9 (Jedini¢na matrica).

Dijagonalna matrica ¢iji su svi elementi na glavnoj dijagonali jedinice, zove se jedini¢na matrica i obiljezava

sesa I (ili E).

PRIMJER 4.7.

Matrica
4 0 0 0
0 4 00
AS 0 0 4 0
0 0 0 4
je skalarna matrica, dok je matrica
1 0 0 0
7= 01 00
0 010
0 0 0 1
jedini¢na matrica.
DEFINICIJA 4.10 (Transponovana matrica).
Transponovana matrica, matrice
ay a9 coo A1n
A= a1 0,.22 coo Aon
Am1  Am2 .- Qmp
je matrica
aiq a1 F . |
AT _ a2 CL'22 oo Qyp2
A1p  A2n .- Qmp

(i-ta vrsta u A postaje i-ta kolona u A”).

TEOREMA 4.3.

Operacija transponovanja ima osobine

1. (A7) = 4
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2. (A+B)" = AT + BT,
3. (aA)' = aA”;
4. (AB)" = BT A",

5. (A1 Aye--A,)T = AL... A7 AT,

PRIMJER 4.8.

Date su matrice

Odrediti A” i B,

Rjesenje:
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.1. Osnovni pojmovi o matricama

Zadaci za vjezbu

1. Date su matrice

3
3 =2 3 =2 2 1 1
(333 A (3o

5 8 —4 3 1 5
E=|6 9 -5 |iF=| 4 -1 3 |.

4 7 3 6 9 5
Izracunati

(a) A+ B; (b)2A+3B; (¢)3A—-B; (d) A-B; (e) B-A; (f)C-D; (gg D-C; (h) E-F; (i) F-E.

2. Date su matrice

4 7
1 4 7
-1 2 5 -9 -2 10
A=| =2 6 4 0 p=| 20 W0 | o ("L 25 =963, 1 5 4
’ 3 5 9 | -3 =26 4 0 )
1 1 0 4 0 0 -1 0 -1
3 3

Izra¢unati
(a) A-B; (b) B-A4; (¢)C-D; (d) D-C.

. 2 -1 4 0. 5 -3
3. DautesumautrlceA—(_3 7 ),B—(_2 1)10_(1 1 )

Izracunati
(a) 24; (b) A+ B; (¢c) B—C; (d) A’> —3AB" +4C - 2I; (e) B?C" —2A + B.

1 2 2 4 1 1
4. Izracunati AB—-2A+BakojeA=| 2 1 2 |iB=| -4 2 0 |.
1 2 3 1 21

== N

5. Izracunati A> — 3B ako je A = (

N = =
=N O
~_
—
1]
—
|
w W w
|
[ B O
| |
=R N
~_
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.2. Determinante

4.2 Determinante
Posmatrajmo sistem od dvije linearne algebarske jednacine

a117 + a2y = by

a1 + a2y = b2.
RjeSenja mozemo napisati u obliku

= a2by — aj2by
11022 — A21012
_ a11by — az1by

Y= G11a2 — agrars’

za a11092 — ag1012 + 0. Koeficijente koji se nalaze u nazivniku mozemo izdvojiti u kvadratnu matricu drugog
reda
air  ai2
)
az1 Q22
ovoj matrici mozemo pridurziti broj aqiass — asqa12 ili zapisan u obliku kvadratne sheme

aip a2
Q21  A22

Na slican nacin kvadratnoj matrici A = (a;;) reda n mozemo pridruziti broj ili odgovarajuéi izraz, kao sto
je uradeno u sljedecoj definiciji.

DEFINICIJA 4.11.

Neka je data kvadratna matrica A = (a;;) reda n, ¢iji su elementi a;;, i, = 1,2,...,n realni ili kompleksni
brojevi. Pod determinantnom matrice A podrazumijeva se zbir svih proizvoda oblika

k
(=1) a1k, Goky A, »

gdje je k broj svih inverzija u permutaciji koju obrazuju indeksi ki, ko, ..., k, od brojeva 1, 2 ..., n, dok
je broj sabiraka jednak broju svih permutacija koje obrazuju indeksi, tj. broj sabiraka iznosi n!.

Determinanta matrice A (determinanta n—tog reda) obiljezava se kratko sa det A ili sa

ay aio e A1p
a1 a99 e Aoy,
Ap1  Ap2 .. Gpp

NAPOMENA 4.1.
U literaturi su dostupne i definicije koje su prakti¢nije sa stanovista samog ra¢unanja vrijednosti determi-

nante. Jedna takva definicija bi¢e u nastavku ove sekcije navedena.

4.2.1 Osobine determinanti

Neka su date kvadratne matrice A = (a;;) i B = (b;;) proizvoljnog reda. Za determinante det A i det B vrijede
sljedece osobine

1. det A= detAT;

‘il,) i‘=1~4—2~3=—2; ‘; i’=1-4—3-2=—2VidimodajedetA=detAT.

2. Ako su u determinanti det A elementi jedne vrste (ili kolone) jednaki sa elementima druge vrste (ili kolone),
tada je det A = 0;
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.2. Determinante

3. Determinanta det A pomnozi se sa brojem A tako Sto se svaki element samo jedne vrste ili kolone te
determinante pomnozi sa tim brojem;

2|l s 52
3 4| 3 4
4. Ako su elementi jedne vrste (ili kolone) u determinanti det A proporcionalni elementima druge vrste (ili
kolone), tada je det A = 0;

1 2
‘3 p ‘_1.6—2-3_0,

5. Ako svaki element k-te vrste determinante det A zbir dva broja (tj. ay; = agclj) +a§fj)), onda je determinanta

det A jednaka zbiru dvije determinante, istog reda pri ¢emu su elementi k-te vrste u jednoj determinanti
prvi sabirci (agj)), a elementi k-te vrste druge determinante drugi sabirci (agfj)). Ostali elementi u obje

determinante jednaki su odgovarajué¢im elementima determinante det A (ista osobina vrijedi i za kolone);

24+3 2
detA—‘l_'_2 4|—14
m_|2 2]|_
det A —‘1 4|—6
@ _ |3 2]|_
det A —’2 4|—8.

Vidimo da je det A = det AW 4 det AP,

6. Determinanta ne mijenja vrijednost ako se elementima jedne vrste (ili kolone) dodaju odgovarajuéi ele-
menti druge vrste (ili kolone) pomnozeni istim brojem;

5 2
‘3 4“14
5+3-2 2 11 2
‘3+3~4 4"‘ 15 4"44_30‘14'

7. Ako u determinanti det A dvije vrste (ili kolone) medusobno promijene mjesta determinanta det A mijenja
znak;

LW W L
NI V)

8. det(AB) = det Adet B;

B=(g —05)
(7 )
det A = _11 i‘=6
det B = g _05‘=—15
det AB = g :;8‘=—90.

Vidimo da je det(AB) = det A det B.
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.2. Determinante

4.2.2 Racunanje determinanti

Za ra¢unanje determinanti drugog i treeg reda koristimo sljedeé¢e formule

a7

21

a11 a2

a21 Ag2

a3z1 as2
PRIMJER 4.9.

a2
22

a3
23
ass

Date su determinata

7 -4
1. 3 4
3 2 -1
2.1 2 4
0 6 -2

= (11022 — 012021

= (11022033 + (12023031 + U21032013 — (31022013 + (11023032 + A21012033)

=7-4—(-4-3) =28 +12 = 40;

=3-2-(-2)+2-4-0+1-6-(-1)—(0-2-(-1)+3-6-4+1-2-(-2)) = —86.

Razvijanje determinante po elementima neke vrste ili kolone Posmatrajmo ponovo kvadratnu matricu
A = (a;;) reda n. Njena determinanta je

aip Qi ... Qip

a1 99 R ao
det A = : "

Ap1 Ap2 e Apn

DEFINICLJA 4.12 (Minor).

Determinanta koja se dobije iz det A odbacivanjem i-te vrste i j-te kolone, naziva se minor elementa a,;
i obiljezava se sa M;;.

DEFINICIIA 4.13 (Algebarski kofaktor).

Broj (—I)Hj M,; naziva se algebarski komplement (ili kofaktor) elementa a;; i oznacava se sa A,;.

Sljedeca teorema daje pravilo razlaganja determinante po elementima proizvoljne vrste ili kolone

TEOREMA 4.4.

Ako je det A reda n, onda je

e det A = ailAﬂ + aiQAig P 000 I amAm,

o det A = alelj + angzj +...+ anjAnja

za Vi€ {1,2,...,n}.

PRIMJER 4.10.

Determinatu

3 2 -1
detA=|1 2 41,
0 6 -2

razviti po elementima druge vrste i prve kolone.
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POGLAVLJE 4. MATRICE I DETERMINANTE 4.2. Determinante

Rjesenje:

Razvoj po elementima druge vrste

3 2 -1

12 af=1-02 2 T leoo 2?3 T a3 2
6 -2 0 -2 0 6

0 6 -2

= —1(=4 + 6) + 2(—6) — 4(18) = —86.
Razvoj po elementima prva kolone

3 2 -1

12 4|=3-(-" 2 e -0* 2 TMso| 2 T

0 6 o 6 -2 6 —2 2 4

=3(-4-24) — (-4 +6) = —86.

U posljednjem primjeru vidimo da je korisno ako je neki element u vrsti ili koloni, po kojoj vrs§imo razvoj,
jednak nuli. Ovo ¢e biti iskoristeno u sljede¢em primjeru

PRIMJER 4.11.

Izracunati vrijednost determinante

2 1 2 1

2 -3 1 -3

det A = 4 9 9 9
-2 4 -1 5

Rjesenje:

Da bi pojednostavili razvijanje determinante, od prve kolone oduzmimo treé¢u kolonu prethodno pomnozenu
sa 2, te od Cetvrte kolone oduzmino drugu kolonu, vrijedi

2 1 2 1 | T kol-2XIII kol -2 1 2 1 | IV kol-II kol -2 1 2 0
2 -3 1 -3 0 -3 1 -3 0 -3 1 0
4 2 2 2 = 0 2 2 2 = 0 2 2 0
—2 4 -1 5 0 4 -1 5 0 4 -1 1
Razvijmo sada determinatnu po elementima prve kolone
FEIEE -3 10
==20-D)"" 2 2 0
0 2 20 4 -1 1
0 4 -1 1
Razvijmo posljednju determinantu po elementima tre¢e kolone
-3 1 0 3 1
—2| 2 2 0|=-2-1(-D)*"" 5 o ‘=—2(—6—2)=16.
4 -1 1

PRIMJER 4.12.

Dokazati ) )
ar a +x° 1
2 2
ay a +y 1 |=alz-—y)(z-2)(z-1y).
2 2
az a +z 1
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Rjesenje:
2 2 2 2 . . .
ar a tz 1 azr a’ +x 1| izvuéemo a iz Ik
ay a® + y2 1| Ov-Iv _|aly—=z) (y—z)(y+=x) 0| izvuemo zajednicki faktor y —
ez o +7z° 1| Iv-Iv a(z—x) (z—z)(z+2x) 0| izvucemo zajednicki faktor z — x

2 2
r a +z 1
y+ax 0 | razvijemo determinantu po elementima IITk
z+x 0

a(y = o)z =) |

Y+
1 z+=zx

aly—a)(z—z)-1-(-1)"" =a(y—z)(z —2)[z+z - (y + )]

aly —x)(z = 2)(z —y) = al-(z = y)[[-(z = 2)](z = v)
= a(z —y)(z-2)(z - y).

PRIMJER 4.13.

Dokazati
a b @ d
a -b —-c¢ -=d
a b —c —d |=—8abcd.
a b c —d
RjeSenje:
a b @ d | izvucemo a iz Ik 1 1 1
a —-b —c¢ —=d | izvucemo b iz I1k 1 -1 -1 -1 | Ilv+lv
a b —c —d | izvucemo c iz IIIk = abed 1 -1 -1
a b ¢ —d | izvucemo d iz IVk 1 1 1 -1
1 1 1 1
2 0 0 0 | razvijemo determinantu po elementima IIv
=abed 1 1 -1 -1
1 1 1 -1
1 1 1
=abcd~2-(—1)2+1 1 -1 -1| IIv+lv
1 1 -1
1 1 1
= —9abe 2 0 0 | razvijemo determinantu po elementima IIv
1 1 -1
i1 1 1
= —2abed-2-(-1)"7 1 -1

= 4abcd(—1 — 1) = —8abcd.
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Zadaci za vjezbu

1. Izracunati vrijednost determinati

2
- 2+2 3-i x_“Li 2_”52
O B @ | 1 e
39 —34+4i —1—i 2w+l
1-22 1-22
sinx +siny cosx + cosy 1 log, b
(d) ; (e) ;
cosy —cosz sinz —siny logy a 1
5 6 3 1 2 0 a a a 1 i 141
10 1 2|;(@|-3 2 9]|;M0]|-a a z|;@{ -3 1 0 :
7 4 5 -1 2 1 -a —-a T 1-4 0 1
3 1 2 3 1 1 3 4 3 1 2 3
~ 14 -1 2 4 2 0 0 8 4 -1 2 4
() 1 -1 1 1} (k) 3 0 0 21} M) 1 -1 1 11
4 -1 1 5 4 4 7 5 4 -1 1 5
7 2 1 3 4 z 0 -1 1 0
1 0 2 0 3 1 =z -1 1 0
(m){3 0 4 0 7{; |1 0 z-1 0 1
6 3 2 4 5 0 1 -1 z 1
5 1 2 2 3 0 1 -1 0 =«
2. Pokazati da je
b+ 2 ab ca 1 a d+d°
(a) ab ¢ +d’ bc =4a’b°; b)) |1 @ o*+a |=0;
ca be a® + b 1 & a+d®
1 1 1 1 a be
|1 a 1|=0-a)1=-0); (|1 b ca|=((b-c)b-a)la-c);
1 1 b 1 ¢ ab
1 a ar a’+a2° 1
@1 b b |=(-a)c—a)c=b); (f) | ay o +y° 1 |=alz—y)(z-2)(z-y);
1 ¢ & az  a>+24 1
1 bec b+c a—b 2a 2a )
(@ |1 ac a+c|=(a=b)b=c)c—a);(h)| 26 b-a 2b |=(a+b)*
1 ab a+bd a—-b 2a a-b»
a+b -—a -b —mx _yy z 1
i)| =b b+c =—-c |=0; (j) r oy -2 1| —8xyz;
—a —C c+a
T Y z -1
a b c d a a a a
a -b —-c -=d a b b b
(k) 0 b —e —dl7 —8abcd; (1) A —a(a —b)(c—b)(d - c).
a b c —=d a b ¢ d
3. Izracunati
-4 -3 -2 a b a 1
e, b a b 1 )
_1 — . — — .
@fal 1 a fm)|, Oy | (= 2Aarb)b-a))
a a a b -b a 1
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1 1 1 4 4 1 =z 9 9
7r T 7r ™
1 = 2% |, ako je 2 = cos = + i 8in —=-; | 1 1 2% |, ako je 2 = cos = + i sin =-;
: 3 3 ) 3 3
1 =z z zZ oz 1
sin2x —cos2x 1 14+cosz 1+sinx 1
(e) | sine —cosz cosz |; (=0)(f)| 1—-sine 1+4+cosz 1| (=1).
cosx sinx sin x 1 1 1
4. Rijesiti jednacine
v 23 vz 1 log, x log.z —n
(@[3 1 2]=0 () |1 & 1|=0 ()|, e et "0, (0<c#1);
1 3 4 11 = Be Be
! ! 2 3 3 +2 1
1 2-2° 2 TTo rTe we
(d) v s =0; (e)| z+2 z-4 z | =0;
2 3 1 5
9 z—1 z+4 -5
2 3 1 9-2
sin(z+Z) sinz cosz ! 1 2 3
. g ;t; , V2-2 1 2-2> 2 3 o
(f) | sin r+7) cosx sinz | =7 () 9 3 1 5 = 0.
1 a 1-a 9 3 11— 42
5. Rijesiti nejednacine
z -1 0 1 0 =z z 3 x
(a)l 5 -1 -6{=z0;,(b)|0 1 1 ]|<|2 1 3
-1 0 x 1 =z 0 1 = 1
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4.3 Inverzna matrica

DEFINICLJA 4.14 (Adjungovana matrica).

Neka je A = (a;;) kvadratna matrica reda n, i A;; je algebarski kofaktor elementa a;;. Tada se matrica

All A21 e .Anl
Ay, Agn .. A,

naziva adjungovana matrica matrice A. Determinanta matrice adj A zove se adjungovana determinanta
determinante matrice A.

Vrijedi sljedeéa teorema u kojoj su date neke osobine adj A i det(adj A)
TEOREMA 4.5.

Neka je A kvadratna matrica reda n, tada vrijedi
1 A-adjA=(adjA) - A= (det A)-I;

2 det A - det(adj A) = (det A)";

3 det(adj A) = (det A)"".

PRIMJER 4.14.

Za date matrice odrediti adjungovane matrice

@a=(3 75 )

1 2 -5
(b) A= 0 2 1

11 3
RjeSenje:

Racunanje adjungovane matrice podijelicemo u dva koraka.
I korak: Izracunamo algebarske kofaktore A;; i formiramo matricu kofaktora cof A;

IT korak: Zatim transponujemo matricu kofaktora cof A i dobijemo adjungovanu matricu adj A matrice
A, tj. adj A = (cof A)7.

(@) Izracunamo prvo kofaktore

A =(-1)""6=06, A= (-1)*% . 4= -4
Agy = (-1)**" - (=5) =5, Agy = (-1)*2.3 =3

formiramo matricu kofaktora cof A i transponujemo je

6 -4
cofA—(5 3)

T
ade=(cofA)T=(§ _g) =(_2 ?,)
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(b) Ponovo izracunajmo prvo kofaktore

1+1] 2 1 1+2| 0 1 1+3]| 0 2
All = (_1) ’ 1 3 ‘ = 57 A12 = (_1) ’ 1 3 I = 17 A13 = (_1) ’ 1 1 = _27
2¢1| 2 =5 2¢2| 1 =5 2+3| 1 2
Ay = (=177 ] 3‘=—11, App = (1) 3‘=8, A =(-1)"" ] [ |=1
341 2 =95 3+2| 1 =5 3+3| 1 2
A31 = (_1) ’ 2 1 ‘ = 127 A32 = (_1) ’ 0 1 ‘ - _17 A33 = (_1) ’ 0 2 =2.
Matrica kofaktora je
5 1 -2
cof A=| —11 8 1,
12 -1 2
i na kraju adjungovana matrica
5 —11 12
adjA=(cof A)"=| 1 8 -1
-2 1 2

DEFINICIIA 4.15 (Inverzna matrica).

Ako je A kvadratna matrica reda n i ako postoji matrica X takva da je XA = AX = I, kazemo da je X
inverzna matrica matrice A. Inverznu matricu matrice A, oznacavamo sa A

DEFINICIJA 4.16 (Regularna i singularna matrica).

Kvadratna matrica A je regularna (nesingularna) matrica ako ima inverznu matricu. Ako kvadratna
matrica A nema inverznu matricu, kazemo da je A singularna (neregularna) matrica.

TEOREMA 4.6.

Kvadratna matrica A = (a;;) je regularna ako i samo ako je det A # 0. Ako je det A # 0, inverzna matrica
matrice A je
=il

1 .
= St A adj A.

TEOREMA 4.7.

. ) ) } ) . . =
Svaka regularna matrica A ima jednu i samo jednu inverznu matricu A .

TEOREMA 4.8 (Osobine inverznih matrica).

Ako su A i B regularne matrice istog reda, tada je
(1) (AB) ' =B"'ATY;
(@) (a7) = 4
=i _I\T
@) (a7) = (a7)"

(4) det A™" = (det A)™".

PRIMJER 4.15.

Date su matrice
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-1 0 -2

(¢) C= 0o 2 1 |;
1 -1 2
=2 0 -2
D= 3 2 1
1 -1 2

Ispitati jesu li date matrice regularne, ako jesu izrac¢unati njihove inverzne matrice.
RjeSenje:
Postupak rac¢unanja inverzne matrice matrice X, je sljedeéi

I Izracunamo det X; ako je det X # 0 nastavljamo dalje i racunamo

II Matricu cof X, zatim adj X = (cof X)”; i na kraju

III Inverznu matricu po formuli X*t= detx adj X.
s 2 =3 . . . . .
(a) Posto je det A = 4 6= 12 — 12 = 0, matrica A je singularna, tj. nema inverzne matrice.
. 2 -3 . g y .. .
(b) Kako je det B = 0 11= 2, matrica je regularna pa mozemo ra¢unati inverznu matricu. Prvo

izracunajmo kofaktore i matricu kofaktora

1+1

By = (_1)
By = (1)

1=1, By =(-1)""?.0=0
-(=3) =3, Byy = (-1)"2.

2+1

formiramo matricu kofaktora cof B i transponujemo je

1 0
cofB—(3 2)

T
aij=(cofB)T=(; g) =<(1) g)

Pa je inverzna matrica

a1 11 3y (1
5= bam=2( 3 3= ( 3

— N |
~—

det B 210 2
(¢) Kako je det C' = —1, matrica je regularna. Izracunajmo prvo kofaktore
1+1 2 1 1+2| 0 1 43| 0 2
C’11 = (_1) ’ -1 2 ’ = 57 C112 = (_1) ’ 1 2 ‘ = 17 C113 = (_1) ’ 1 -1 ‘ = _27
2+1 0 -2 2+2| =1 =2 2+3| -1 0
021 = (_1) ’ -1 9 ‘ = 2) C22 = (_1) ’ 1 9 ‘ = 07 023 = (_1) ’ 1 -1 ‘ - _17
341 0 -2 3¢2| —1 -2 3+3| =1 0
C’31 = (_1) ’ 9 1 ‘ =4 032 = (_1) ’ 0 1 ‘ = 17 C33 = (_1) ’ 0 2 ‘ = -2
Matrica kofaktora je
5 1 =2
cof C=| 2 0 -1 |,
4 1 =2
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adjungovana matrica

5 2
adjC = (cofC)' =| 1 0 1
— -1 =
i na kraju inverzna matrica je
5 2 4 -5 -2 —4
1o L go=2 1 0 1]=|-1 0 -1
= ——— au = — = = —_
el il U R R 2 1 2

(d) Kako je det D = 0, matrica je singularna.

PRIMJER 4.16.

Rijesiti matri¢nu jednac¢inu AX + B = 3X + I, ako su

RjeSenje:
Datu matri¢nu jednac¢inu mozemo napisati u obliku

AX+B=3X+IoAr-3X=1-B=(A-3)X=1-B=CX =D,
=C =D

(X izvlac¢imo sa desne strane ) gdje je
2 -3 1 0 -1 -3
C‘A_M‘(—4 6)_3(01)_(—4 3)
1 0 -1 0 2 0
D‘I_B‘(o 1)_( 2 3)‘(—2-&)'
Sada matri¢nu jednac¢inu C'X = D, pomnozimo sa lijeve strane sa matricom c i dobijamo

X=0"'D,

tj. da bi izracunali nepoznatu matricu X treba jo$ izraCunati inverznu matricu matrice C' i pomnoziti
. .. . o
matricu D sa lijeve strane sa matricom C" ~. Vrijedi

-1 -3
dac_‘_4 3|_—3—u_—w¢m
i
Cy = (-1 .2=3 Ciz = (1) (-4) = 4
Cor = (-1)*"1-(-3) = 3 Cag = (-1)*% - (-1) = -1,

pa je
. 3 3
cofC=(3 1 ), adJC=(cofC)T=(4 1 ),

_ 1 1
Cl=e—ade=_—(3 3)

Wi O
|

=

Utll‘:’owlm

N~ —
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PRIMJER 4.17.

Rijesiti matriénu jednacinu XA — A = 2X + I, ako je

A=

=N O
S W =
— AN

RjeSenje:
Matri¢nu jednacinu napisimo u sljede¢em obliku

XA-A=2X+]e=XA-2X=T+Ae X(A-2)=1+A,

=C =D
(X izvla¢imo sa lijeve strane), gdje je
0 1 2 1 0 0 -2 1 2
C=A-2I=| 2 3 4 (-2 0 1 0 |= 2 1 4 |,
1 0 1 0 0 1 1 0 -1
1 0 0 0 1 2 1 1 2
D=0 1 0 |+| 2 3 4 |=|2 4 4
0 0 1 1 0 1 1 0 2

05z o 20 9 9 9 -1 o 9
Sada matri¢nu jedna¢inu XC' = D pomnozimo sa desne strane inverznom matricom C ~ matrice C i
dobijamo

X =DC™",
Vrijednost det C' je
=2 1 2
det C' = 2 1 41=6#0,
1 0 -1

matrica C je regularna pa izracunajmo matricu kofaktora i adjungovanu matricu

1+1 | 1 4 142 | 2 4 143 2 1
Cu=(-1)""1 _1‘=—1, Cra=(-1)""] _1’=6, Ciz=(-1)" ] 0|=—1,
241 | 1 2 242 | —2 2 243 —2 1
C(21 = (_1) ’ 0 -1 ‘ = 1a 022 = (_1) ’ 1 -1 ‘ = Oa 023 = (_1) ’ 1 0 ‘ = 1a
3+1| 1 2 3+2| =2 2 3+3| =2 1
CV31 = (_1) ’ 1 4 I =2 032 = (_1) ’ 2 4 ‘ = 127 033 = (_1) ’ 2 1 ‘ = —4.
Matrica kofaktora je
-1 6 -1
cof C' = 1 0 1,
2 12 —4
adjungovana matrica
-1 1 2
adjC = (cotC)' =| 6 0 12
-1 1 -4
inverzna matrica je
-1 1 2
_1 1 . 1
=——=adjC = - 6 0 12
det C' 6 11 -4
Sada je
1 1 2 1 -1 1 2 1 3 3 6
X=DC'=| 2 4 4 gl 60 12 |=g| 18 6 36
1 0 2 -1 1 -4 -3 3 -6
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Zadaci za vjezbu

1. Odrediti inverzne matrice

1 2 1 2 =3 3 —4 5
(a)(3 4);(b) 0 1 2 15 (@ 2 =3 1 .
0 0 1 3 -5 -1
2. Rijesiti matri¢ne jednacine
2 1 1 3 3 -2 -1 2
@1 )x-(a o (3 3)-(5 )
. (2 =3)\., [ -3 0}
3.([—2A)X—B,akOJeA—(1 0 )1B—(_6 1),
1 2 =3 1 -3 0
4 3 2 -4 X=|10 2 7 [
2 -1 0 10 7 8
5 3 1 -8 3 0
5 X 1 -3 -2 |=| =5 9 0 [;
-5 2 1 -2 15 0
4.4 Rang matrice
Posmatrajmo sljedeée jednakosti
1 0 0 aq 0 0 aq
ar| 0 [+ax| 1 |+a3| 0 |=] 0O |+| a [+| O [=]| ay [,
0 0 1 0 0 Qg (0%
:
1 2 ) aq 20{2 50{3 oy + 20{2 + 5043
(e 5] 0 +042 0 +Ol3 0 = 0 + 0 + 0 = 0
0 0 0 0 0 0 0

Postavlja se pitanje kolika je vrijednost ay, ag, a3 tako da rezultantna matrica kolona (na lijevoj strani jed-
nakosti) bude jednaka nuli? U prvom sluc¢aju zbir ée biti jedino nula ako je a; = as = az = 0, dok u drugom
slu¢aju vrijednost zbira (rezultantnog vektora) moze biti jednaka nuli i npr. kada je oy = 1, ag = 2, a3 = —1.
Drugim rije¢ima, u drugom slu¢aju matrice kolone mogu se medjusobno anulirati, dok u prvom slucaju to nije
slucaj, tj. moguce je jedino za oy = ay = ag = 0. Ovo nam daje opravdanje za uvodjenje sljede¢eg pojma.

DEFINICIJA 4.17 (Linearna nezavisnost).

Za matrice vrste (ili matrice kolone) Ay, As, ..., A, kazemo da su linearno nezavisne ako za realne brojeve
a1, Q, ..., ay iz jednakosti

O[1A1 + O[QAQ P 000 F OénAn =0 (44)
slijedi da je ay = ag = ... = a,, = 0. U suprotnom, tj. ako matrice vrste (ili matrice kolone) nisu linearno

nezavisne, onda za njih kazemo da su linearno zavisne.

Simbol 0 oznacava nulu matricu vrstu ili nulu matricu kolonu.

TEOREMA 4.9.

Maksimalan broj linearno nezavisnih vrsta posmatrane matrice jednak je maksimalnom broju linearno
nezavisnih kolona te matrice.

Vrijedi sljedeca definicija.
DEFINICLJA 4.18 (Rang matrice).

Pod pojmom ranga matrice A = (a;;) formata mxn podrazumijevamo maksimalan broj linearno nezavisnih
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vrsta (ili kolona) te matrice.

Rang matrice oznaCavaéemo sa rang A, moze se jo§ rang matrice oznacCavati i sa rang(A) ili r(A). Za matricu
A formata m X n jasno je da vrijedi
rang A < min{m, n}.

Prakti¢no rac¢unanje ranga matrice prilicno je lako izvesti koristenjem elementarnih transformacija. Prim-
jenom elementarnih transformacija rang matrice se ne mijenja. Datu matricu, primjenjujuéi elementarne trasfor-
macije svodimo na trougaonu matricu ili na trapeznu ili stepenu formu matrice (za matrice u trapeznoj ili
stepenoj formi u literaturi se koristi i naziv kvazitrougaone matrice). U datim primjerima bice jasnije o kakvim
se formama radi.

DEFINICIIA 4.19 (Elementarne trasformacije).

Pod elementarnim transformacijama jedne matrice smatraju se operacije
1. Razmjena dvije vrste (ili kolone);

2. Dodavanje elementima jedne vrste (ili kolone) elemenata neke druge vrste (ili kolone), posto su
prethodno ovi posljednji pomnozeni proizvoljnim brojem:;

3. Mnozenje elemenata jedne vrste (ili kolone) nekim brojem razli¢itim od nule.

NAPOMENA 4.2.
Elementarne transformacije za odredivanje ranga matrice nacelno se koriste samo za manipulaciju sa

vrstama, zbog primjene elementarnih transformacija pri rjeSavanju sistema linearnih algebarskih jednacina.
O ovome ¢e biti viSe rije¢i u narednom poglavlju.

PRIMJER 4.18.
1

4 1
Odrediti rang matrice A=| 1 2 1 |[. RjeSenje:
1 1 2

4 1 1\ IkelIlk 1 4 1 1 4 1
(1 2 1) N (2 1 1) IIv-2Iv  _ (0 -7 —1)
1 1 2 1 1 2/ Ilv-Iv 0 -3 1 TIIv-31v

Pa je rang A = 3.

o o®
HOR
O.

PRIMJER 4.19.

2 3 -1 4
5 =3 8 19

1 -9 3 5). Rjesenje:

Odrediti rang matrice A = (

2 3 -1 4\ IvesIllv 1 -2 3 5 1 -2 3 5
A= (5 -3 8 19) N (5 -3 8 19) IIv-51v (O 7T =7 —6)
IITv-IIv

1 =2 3 95 2 3 -1 4/ IIIv-2lv 0 7T =7 -6

o (1) -7 -6
0 0 0 0

(G343
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Zadaci za vjezbu

U ovom slucaju je rang A = 2.

PRIMJER 4.20.

3 6 6 9 1
Odrediti rang matrice A = ( 2 ¢ 12 0). Rjesenje:
-1 -2 4 5 1

3 6 6 9 1\ [Ive Illv -1 -2 4 5 1
A=( 2 4 1 2 O) ~( 2 4 1 2 O) IIv +2Iv
-1 -2 4 5 1 3 6 6 9 1/ IIlv+3lv

2 4 5 1) @ 2 4 5 1
IITy— 2Ty

-1
- 0 0 9 12 2 0 12 9
( 0 0 18 24 4 @

Pa je rang A = 2.

4.5 Zadaci za vjezbu

1. Odrediti rang matrica

1
R AN AN N 55w
(@) 2 3 =1 1 |;(b) (@) 2 -1 =1 |(d)
54 0 o 2 10 2 1 6 1 s 12 5 3
01010 o 3 4 15 25 10

O )
0 0 0 0 0/ IIllv-2Ilv

[ B e e

O = O
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Poglavlje 5

SLAJ

Skraéenica SLAJ znaéi sistemi linearnih algebarskih jednacina

5.1 Osnovni pojmovi. Teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja

DEFINICIJA 5.1 (Sistem linearnih algebarskih jednacina).

Skup jednacina

a1 + a19T9 + ...+ A1 Ty = b1

9171 + Ag9Tg + ... + A9p X, = by (51)

Am1Tq + Am2T2 + ...+ AmnTp = b'rrm

gdje su a;; i b; dati brojevi, dok su x; nepoznate, i = 1,2,...,m; j = 1,2,...,n; zove se sistem od m
algebarskih linearnih jednacina sa n nepoznatih. Brojevi a;; nazivaju se koeficijenti a brojevi b; slobodni
¢lanovi. Ako je by = by = ... =b,, =0, onda se kaze da je sistem (5.1) homogen, a ako je bar jedan od
slobodnih ¢lanova b; # 0, onda kazemo da je sistem (5.1) nehomogen.

Umjesto naziva sistem algebarskih linearnih jednacina, ukoliko nema moguénosti zabune, koristicemo naziv
sistem linearnih jednacina.

DEFINICIJA 5.2 (RjeSenje sistema).

Brojevi ay, s, . .., ay, nazivaju se rjesenje sistema (5.1) ako se zamjenom z; = o, j = 1,2,...,n u sistem
(5.1) dobiju tac¢ne brojne jednakosti.

Za dva sistema linearnih jednacina kaze se da su ekvivalentni ako je svako rjesenje jednog sistema ujedno
rjesenje i drugog sistema i obrnuto.

Jedan sistem moze imati jedno ili viSe rjeSenja a moze i da nema rjeSenja. Ako sistem nema rjeSenja kaze se
da je nesaglasan, a ako ima rjeSenje kaze se da je saglasan. Ako sistem ima tacno jedno rjeSenje kaze se da ima
jedinstveno rjeSenje, a ako ima viSe rjeSenja onda je taj sistem neodreden.

Posmatrajmo sljedece sisteme linearnih jednac¢ina

Tty =2 T+y=2 T+y=2
r—y=0 20 +2y =4 r+y=3. (5.2)

Sistemi su jednostavni i ve¢ na prvi pogled vidimo da je rjeSenje "lijevog” sistema z = 1, y = 1, u ”srednjem”
sistemu drugu jednacinu smo dobili tako §to je prva pomnozena sa 2, pa ovaj sistem ima beskona¢no mnogo
rjeSenja, jer postoji beskona¢no mnogo brojeva ¢iji je zbir 2. I na kraju tre¢i ”"desni” sistem nema rjeSenja, jer
ne postoje dva broja ¢iji je zbir istovremeno jednak i 2 i 3. Sistemi (5.2) predstavljeni su na Slici 6.1a.

Postavlja se sada pitanje kako ustanoviti egzistenciju i broj rjeSenja za ne tako jednostavne sisteme kao

u slucaju sistema (5.2). Odgovor na ova pitanja (egzistencija—postojanje i broj rjesenja) dati su narednim
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Y Y Yy
r—y=0
1 A(1,1)
x
1 — T .
r4+y=2 \2:15+2y:4 r4+y=3
e e ok rt+y=2 x

(a) "Lijevi” sistem, prave se sijeku, THy=2

jedna tacka je zajednicka. Koordi- (b) ”Srednji” sistem, prave se pok-

nate zajednicke tacke predstavljaju lapaju, sve su tacke zajednicke. (¢) ”Desni” sistem, nema za-
rjeSenje sistema i rjesenje je jedin- Ovaj sistem ima beskona¢no mnogo jednickih tacaka, pa prema tome
stveno. rjesenja. ovaj sistem nema rjeSenja.

Slika 5.1: Graficki prikaz rjesenja sistema (5.2)

teoremama. Sistem (5.1) moZemo zapisati u matri¢noj formi

aiq a1 e A1p T bl
a1 99 N Aoy, To b2
: = (5.3)
Am1 Am2 cee Amn Ty bm
ili
AX =B,
gdje su
aiy 12 e A1np T b1
a1 92 ce Aon To b2
A = E s X = E R B = .
Am1 Am2 cee Amn Tn bm

Matrica A je matrica sistema, matrica kolona X matrica kolona nepoznatih i matrica kolona B je matrica
slobodnih ¢lanova. MoZemo od matrice A formirati jos jednu matricu A| g, tako §to éemo matrici A dodati sa
desne strane jos jednu kolonu, a to ¢e biti matrica kolona B. Ovo je prosirena matrica sistema, i vrijedi

aiy a9 e A1p bl

a1 a99 e Aop bg
Alp = :

Am1 Am2 v+ Qmn | bm

Sada mozemo navesti teoreme
TEOREMA 5.1 (KroneckerngapeHig).
Sistem (5.1) je saglasan ako i samo ako je rang matrice sistema A jednak rangu prosirene matrice sistema

Ale tj
rang A = rang A| 5.

8Leopold Kronecker (7. decembar 1823.—29. decembar 1891.) bio je njemacki matematicar koj je radio na teoriji brojeva, algebri
i logici.
9 Alfredo Capelli (5. august 1855.—28. januar 1910.) bio je italijanski matematicar.

Samir Karasuljié¢ 55



POGLAVLJE 5. SLAJ 5.1. Oosnovni pojmovi. teo. o egz. i jed. rjeSenja

TEOREMA 5.2.
Ako je rang A = rang A|g = r, tada sistem
1. ima jedinstveno rjesenje u slucaju r = n;

2. beskonacno mnogo rjesenja u slucaju r < n (n je broj nepoznatih u sistemu (5.1)).

PRIMJER 5.1.

Posmatrajmo ponovo sisteme (5.2)

Tty=2 T+y=2 T4y =2
z—y=0 2z + 2y =4 T+y=3. (5.4)

Odrediti egzistenciju i broj rjesenja koristeéi Teoreme 5.1 i 5.2.
RjeSenje:

Zakljuéili smo da "lijevi” sistem ima jedinstveno rjesenje x = 1,y = 1, ”srednji” sistem ima beskona¢no
mnogo rjeSenja, dok ”desni” sistem nije saglasan, tj. nema rjesenja.
Zapisimo proSirenu matricu sistema ”lijevog” sistema i odredimo rang te matrice

(o) e -(% @) o5

Prosirena matrica sistema A|p formirana je od matrice sistema A sa dodatkom matrice kolone slobodnih
¢lanova B. Zbog toga iz posljednje matrice (na desnoj strani) u (5.5) mozemo odrediti i rang A i rang A| 5.
Bez kolone sa plavim elementima je matrica istog ranga kao matrica sistema A, pa je rang A = 2 (zakruzeni
elementi obojeni u magentu), ako dodamo kolonu elemenata sa elementima matrice B (elementi obojeni u
plavo) rang se ne mijenja, tj. rang A|g = 2. Pa vrijedi

rang A =rang A|lg =2 =,
pa je po Teoremi 5.1 ”lijevi” sistem saglasan, a kako je i n = 2, (broj nepoznatih), tj.
A=l

7

to po Teoremi 5.2 "lijevi” sistem ima jedinstveno rjesenje.
Posmatrajmo sada ”srednji” sistem i njegovu prosirenu matricu sistema, vrijedi

(é ;Z) Iv-2-Iv ~(®0 (1) ) (5.6)

Sada je rang A = rangA|g =1 =rir =1 < 2 = n, pa je sistem saglasan, ali ima beskonacno mnogo

rjesenja.
%) (5.7)

I na kraju za ”desni” sistem vrijedi
Vrijedi rang A = 1 ali rang A|p = 2, tj. rang A # rang A|p, te desni sistem nema rjeSenja, tj. nesaglasan je.

1 12 D 1
1 113) IIvvIv. ~\ 0o o

NAPOMENA 5.1 (Tumacenja zasto je ovaj sistem nesaglasan (posljednji-desni)).

Kako samo elementarne transformacije primjenjujemo na vrste to u desnoj matrici iz (5.7) elementi vrsta
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su zapravo koeficijenti uz nepoznate i slobodni ¢lanovi, pa tako druga vrsta iz desne matrice predstavlja
jednacinu
O-z2+0-y=1.

Sada se postavlja pitanje: Koje brojeve treba uvrstiti umjesto x i y da bi lijeva strana prethodne jednakosti
imala vrijednost 17 Znamo da takvi brojevi ne postoje, jednac¢ina nije saglasna pa nije ni ”desni” sistem.

5.2 Metode za rjesavanje sistema linearnih jednacina
Sada kada znamo kako utvrditi za dati sistem da li je saglasan ili nesaglasan, te ako je saglasan da li ima jedno

ili beskona¢no mnogo rjesenja, potrebno je u slucaju saglasnog sistema ta rjesenja izracunati. Metode koje ce
biti ovdje obradene su GauBova metoda, Cramerova” metoda (metoda determinanti) i matricna metoda.

5.2.1 Gauflova metoda

Sistem
111 + 1229 + ...+ A1,y = bl
a21X1 + A99T 9 + ...+ A2n, Ty = b2
a31T1 + asexo + ... + a3, T, = b3 (58)
Am1T1 + AmaZo + ..ot ATy = bmv

zapisimo u obliku pro§irene matrice sistema

aiy ai9 e A1p bl

a1 99 e Aoy, b2

_las; asz ... a b
A|B = 3 3 3n '3
Am1 Om2 -+ Qmn | bm

Cilj nam je matricu A|p svesti na gornju trougaonu matricu ili odgovarajuéu trapeznu ili stepenu formu
matrice. Da bi to uradili trasformisa¢emo datu matricu u matricu kod koje u prvoj koloni samo element a;;
razli¢it od nule dok svi ostali jednaki nuli. Ovo radimo tako §to elemente druge vrste pomnozimo sa a1, pa od
njih oduzmeno elemente prve vrste pomnozene sa ao, zatim elemente treée vrste pomnozimo sa aq; i od njih
oduzimamo elemente prve vrste pomnozene sa as3;. Postupak nastavljamo dok ne dobijemo matricu kod koje je
samo element a1 u prvoj koloni razli¢it od nule. Dobijamo sljedeé¢u matricu.

ay a9 N A1p bl
0 asy ... an | by
0 aSy ... af) |y
0 asrll)Q e aE}LZL bﬁi)
Sa agjl-) i b51)7 i=1,...,m, j =1,...,n su oznaceni elementi matrice dobijeni poslije oduzimanja odgovarujuéih

vrsta.
Zatim prelazimo na drugu kolonu. U drugoj koloni ostavljamo prva dva elementa razli¢ita od nule, ”ispod”
elementa aqy formiramo nule.

meas e

1 1 1

0 ay ... a(22n) b(22)
0 0 PN as,, b3. (5.9)

0 0 ... a? |p?

!Johann Carl Friedrich Gauss (30. april 1777.-23. februar 1855.) bio je njemacki matematicar, smatra se najveéim
matemati¢arem ili jedan od najveéih u istoriji ¢ovjecanstva
2Gabriel Cramer (31. juli 1704.—4. januar 1752.) bio je Svajcarski matematicar
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Dakle ispod elemenata a;;, ¢ = 1,...,n, trebamo dobiti nule. Postupak ponavljamo dok ne dobijemo
trougaonu matricu ili trapezni ili stepeni oblik matrice, kao u (5.9).

Kako je prethodno opisani postupak koriSten i za odredivanje ranga proSirene matrice sistema, odredimo
sada rang matrice sistema A i rang proSirene matrice sistema A|g. U slucaju saglasnosti sistema i ako je n = r,
iz dobijene matrice rekonstruisemo sistem, te iz posljednje jednacine izracunamo posljednju nepoznatu, te njenu
vrijednost uvrstimo u prethodnu jednacinu. Ovaj postupak nastavimo dok ne izra¢unamo i prvu nepoznatu iz
prve jednacine.

U slucaju saglasnosti sistema i < n, na desnu stranu prebacujemo n —r nepoznatih i ponavljamo prethodno
opisani postupak.

Gauflovom metodom mozemo rjesavati kako pravougaone tako i kvadratne sisteme. Sljede¢im dvjema meto-
dama mozemo rjeSavati samo kvadratne sisteme linearnih jednacina.

5.2.2 Metode za rjesavanje kvadratnih sistema

Neka je dat kvadratni sistem
a1 + a192T9 + ...+ A1 Ty = bl
9171 + Ao + ... + A9, x, = by (510)
Ap1T1 + ApoXo + ..o+ GppTy, = by,

mozemo ga zapisati u matricnom obliku

AX = B,
gdje je
ay; G2 ... QG1p z by
a1 99 R Aop, To bQ
A= : , X=|:], B=]|:
Apl  Qpy  -.  Opn Ty, by,

Vrijedi sljedeéa teorema.

TEOREMA 5.3.

Kvadratni sistem linearnih jednacina (5.10) ima jedinstveno rjesenje ako je A regularna matrica.

Ako podemo od matri¢nog zapisa sistema linearnih jednac¢ina AX = B, a posto je A regularna matrica, to
ima jedinstvenu inverznu matricu (Teorema 4.7). Vrijedi

AX=Beo= A'AX=A"'"B=X=A"'B.

NAPOMENA 5.2.

Dakle matriéna metoda rjeSavanja sistema linearnih jednac¢ina sastoji se u sljedeé¢em:
1. Zapisemo kvadratni sistem u matricnom obliku;
2. Ispitamo da li je A regularna matrica;
3. Ako jeste izracunamo Ah

4. RjeSenje racunamo iz jednakosti X = A'B.
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Sljede¢a metoda je Cramerova metoda (metoda determinanti). Ova metoda je zasnovana na sljedecoj teo-
remi.

TEOREMA 5.4 (Cramerova teorema).

Ako je det A # 0, sistem (5.10) ima jedinstveno rjeSenje (x1,xa, ..., Z,) dato sa
det Ak:
Tk = Got A k=1,2,...,n,

gdje je det A, determinanta matrice Ay, koja je dobijena zamjenom k—te kolone matrice A matricom
kolonom B.

NAPOMENA 5.3.

Cramerova metoda rjesavanja sistema linearnih jednacina sastoji se u sljede¢em
1. Izra¢unamo det A, ako je det A # 0, nastavljamo dalje;

2. Izracunamo determinante det Ay, k = 1,...,n, po uputstvu iz Teoreme 5.4;

det Ak:

3. Nepoznate ra¢unamo po formuli z; = qQet A

k=1,2,...,n.

PRIMJER 5.2.

Dat je sistem
r+y+z=3
20+ 3y—z=4
—T+2y+z=2
3z +y—3z=1,

(a) Ispitati saglasnost Kroneker-Capellijevom teoremom, u slucaju saglasnosti

(b) Rijesiti sistem GauBovom, Cramerovom i matricnom metodom.

Rjesenje:

(a) Saglasnost

1 1 1 3 1 1 1 3
2 3 -1 4| Iv2lv 0 1 -3 -2
Alp={-1 2 1 2| Hlv+lv ~|0 3 2 5| Ilv3lv
3 1 -3 1/ IVv3ly 0 -2 -6 -8/ IVv+2Ilv
11 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3
0 1 -3 =2 0 1 -3 =2 0 1 -3 -2
~lo 0o 11 11 ~lo o 11 11| 1Iwv:il ~|0o 0 1 1
0 0 -12 -12/ 11IVv+I120lv 00 0 0 00 0 0

Pa je rang A = rang A|p = 3 = r, ako je i n = 3, dakle sistem je saglasan i ima jedinstveno rjesenje.
(b) Rjesavamo sistem dobijen od koeficijenata iz posljednje matrice.
(i) GauBova metoda

T+y+z=3
y—3z=-2
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(ii) Cramerova metoda

Pa je

SLAJ 5.2.
z=1
r+y+1l=
y—3=-2
z =
r+y=2
y:
z =
r+1=
=1
z =
z=1
=1
z=1
11 1
p=l0 1 =3|_4
0 0 1
3 1 1
D, = -2 1 =3 |_4
1 0 1
1 3 1
D, = 0 -2 -3|_4
0 1 1
1 1 3
D,=|% 1 =21
0 0 1
_DI_I_1
YD 717
D, 1
y=p =171
Dz_l_1
YD 17

(iii) Matriéna metoda. Napisimo sistem u matri¢noj formi AX = B, tj.

b B0
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Izra¢unajmo inverznu matricu od matrice A = (

Vrijednost determinante je

e L8

Ay = (-1) 0 1|=1
2+1 1 1

Ap=(-1)""10 1 |=-1,
3+1 L !

Az = (-1) 1 -3 |=-4

Matrica kofaktora

Adjungovana matrica je

. =il . .
Inverzna matrica A = matrice A je

detA=1

1+2

Ajp = (-1) 0

Agy = (—1)**?

Asy = (—1)3+2 0

1 0

cof A = (_1 1
-4 3

1 -1

adj A = (0 1
0 0

1 -1
- _ . _1<O 1
_detAad‘]A_l 0 0
Pa je na kraju
1 -1
X:A*B:@ 1
0 0

o O =
O = =

-4

E
I

Dakle rjesenje je x = 1, y =1, 2z = 1 ili (z,y,2) = (1,1,1).

PRIMJER 5.3.

r+y+z=3
20+ 3y —z=4
r+2y—2z=1
3x +by—3z=5,

Dat je sistem

=2

)|

1
0
0

g O D

Aiz=(-1)""0 o0 |=0,
g oL

Agg = (-1) 0 |=0,
g L

Azz = (-1) 1|=1,

1
1)
1

(a) Ispitati saglasnost Kroneker-Capellijevom teoremom, i u slucaju saglasnosti

(b) Rijesiti sistem Gafiuovom, Cramerovom i matri¢cnom metodom.

Rjesenje:
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(a)

11 1 3 11 1 3 11 1 3
2 3 -1 4 0 1 -3 -2 01 -3 -2
12 -21( o1 -3 -=2("1Too0o 0 o0/
3 5 -3 5 0 2 -6 -4 00 0 0

vidimo da je rang A = rang A|g = 2 = r, a posto je broj nepoznatih n = 3, to je sistem ima saglasan i
ima beskonacno mnogo rjesenja.

(b) Rijesimo sada sistem
r+y+z=3
y—3z=-2,

posto je n —r =1, to ¢emo jednu nepoznatu prebaciti na desnu stranu, i dobijamo

T+y=3-—-=2
y=—2+3z,
(a) GauBova metoda
r+y=3-—-=z2
y=—2+3z,

y=-2+3z,
r=—4z2+5
=—2+ 3z,
r=—4t+5
y=3t—2
z=t,teR
(b) Cramerov metoda
11
pe|t 1]
3—-¢t 1
D, = 3t — 9 1’——4t+5,
1 3-t
D, = 0 3t—2‘_3t_2’
sada je
D, —4t+5
JJ=F— 1 = —4t + 5,
D 3t —2
——y=—= —
y=7 T 3t — 2,
z=tteR

(¢) Matriéna metoda
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napisimo sistem

u obliku

. 1 T 3-t
oanSHOAX—B,ngeJeA—( 1)7X‘<y)’B_(3t—2)’
dalje je
A =1, A;3 =0, Ay = -1, Ap =1,

matrica kofaktora je

adjungovana matrica, matrice A je
1 -1
adj A = (cof A)" = ( )

determinanta je det A = 1, pa je

-1 1 (1 -1
A _detAadJA_(O 1)’

1 -1 3= —4t +5
X‘(O 1 )(31&—2)‘( 3t—2 )

odnosno x = -4t +5, y=3t—2, z=t, t €R.

te je rjeSenje sistema

PRIMJER 5.4.

r+y+z+w=4
Dat je sistem { 22+ 3y +2z—2w =3
3r+4dy+2z—-—w="7,

1. Ispitati saglasnost Kronecker-Capellijevom teoremom, u slucaju saglasnosti

2. Rijesiti sistem Gauflovom, Kramerovom i matri¢nom metodom.

RjeSenje:

111 1 4 1 1 1 1 4 1 1 1 1 4
.12 31 -23|~101 -1 -4 -5 |~|01 -1 -4 -5
3 4 2 -1 7 01 -1 -4 -5 00 0 0 O

)

dakle rang A = rang B = 2, sistem ima beskona¢no mnogo rjesenje.

2. Rijesimo sada sistem
r+yt+z+w=4
y—z—4w=-5,
posto jerang A =rangB =2=r,an=4,pajer =2<4=nin-—r =2, prebacimo z i w na desne
jednacina. Sada uzmimo z = a, w = b, a,b € R, te dalje rjesavajmo sistem

r+y=—-a-b+4
y=a+4b-5.

Samir Karasuljié¢ 63



POGLAVLJE 5. SLAJ

5.2. Metode za rjesavanje

(1%

(3%)

Gauflova metoda

r+y=-a-b+4
y=a+4b—-5

x=—-(a+4b—-5)—a—-b+4

y=a+4b—-5

r=-2a—-5b+9

y=a+4b-5
z=a
w=>b, abeR.
Cramerova metoda
1 1
D-’O 1|_1
—a—-b+4 1
= a+4b-5 1|=_2a_5b+9
1 —a—-0b+4
Dy‘lo a+4b-5 I“”4b_5’

pajex=—-2a—-50+9, y=a+4b—-5,2=a, w="0b, a,b €R.

Matri¢na metoda

NapiSimo sistem

r+y=—-a-b+4
y=a+4b—-5

u matriénom obliku

Lo 1)(5)-(25%7%5)

izraCunajmo matricu kofaktora

App=1,A415=0, Ay = -1, Ay =1, pajecof A= (

1

adjungovana matrica je adj A = (cof A)" = ( 0

verzna matrica

_ 1 -1
Al = ( 0 1 ), rjeSenje sistema je sada

1

1 0
-1 1)

=l . . .
), determinanta je det A = 1, te je in-

XzA_le( 1 —11 )( —a-b+4 )=( —2a—-5b+9 )’Odnosno

0 a+4b-5

a+4b-5

r=-2a—-50+9, y=a+4b—-5, z=a,w=0", a,b €R.
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PRIMJER 5.5.

rty+tz+w=4
T—y+z+2w=3

Dat je sistem D4 = = 3

dxr +y + 3z + 2w = 10,

1. Ispitati saglasnost Kronecer-Capellijevom teoremom, u slucaju saglasnosti

2. Rijesiti sistem Gauflovom, Kramerovom i matricnom metodom.

Rjesenje:
1.
1 1 1 1 4 1
1 -1 1 2 3 0
2 1 1 -1 3 0
4 1 3 2 10 0

Dakle rang A = rang B = 3 = 1, tj.

1
=2
=]l
-3

1
0
0
0

1
0
=1l
=1l

1

=il
0
0

1 4
1 -1
-3 =5
-2 -6

1

=]l

2

0

n =4 < 3 =r, te rjeSenja ima beskona¢no mnogo

2. Polazni sistem ekvivalentan je sljede¢em sistemu

1 4 1
-3 -5 0
79 [T o0
0 0 0

1 1 1 4

1 -1 -3 -5
o 2 7 9o | G
0 0 0 0

sistem ima rjeSenje, ali posto ima Cetiri nepoznate n = 4,

r+yt+tz+w=

—y—z—3w =

22+ Tw =

w =

T+y+z=

—y—z=

2z =

w:

rT+y+z=

—y—z=

Z:

w =

—7a+9
Y+ —

Ta—9

—y 5 =

Z:

w:

T+y=
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—Ta+9
-y = a2 +3a—-5
_—Ta+9
T

_—a—-1  T7a-9 4

B = 5 5 —a+
a+1

y=—5 -3a+5

_ —Ta+9

T

4a — 2
W=
_a+1
Y=

—T7a+9
“="79

w=a,a€R

5.2.3 Sistemi homogenih linearnih jednacina
U Definiciji 5.1 ve¢ je uveden pojam homogenog sistema, da ponovimo to je sistem algebarskih linearnih

jednacina u kojem su svi slobodni ¢lanovi b;, @ = 1,...,m jednaki nuli, tj.

1121 + 1902 + ...+ a1, = 0

211 + Ao2xo + ... + Aop Xy = 0 (512)

Ap1X1 + Q2o + ...+ Gy = 0,

ili u matri¢noj formi
AX =0.

Ocigledno svaki homogeni sistem linearnih jednac¢ina ima rjesenje x; = 0, x5 = 0,...,x,, = 0. Ovo rjesenje se
naziva trivijalno ili nulto rjeSenje. I iz proSirene matrice sistema mozemo lako zakljuciti da je sistem uvijek
saglasan, tj. da ima rjeSenje

a1 a2 s QAnn 0

a9o1 a9 ce [25,7% 0
AlB = E 3

Al Gma oo GQp | O

jer posljednja kolona matrice sa slobodnim ¢lanovima ne utice na vrijednost ranga matrice A|p jer su svi
njeni jednaki nuli. Osnovni problem u rjeSavanju homogenih sistema linearnih jednacina je u ispitivanju
da li ovaj sistem ima i netrivijalnih rjeSenja. RjeSenje ovog problema dato je u sljede¢oj teoremi i njenim
posljedicama.

TEOREMA 5.5.

Homogeni sistem (5.12) ima netrivijalna rjesenja ako i samo ako je rang matrice sistema mangi od broja
nepoznatih, tj. ako je rang A = r < n.
PosLJEDICA 5.1.

Svaki sistem homogenih linearnih jednac¢ina u kome je broj jednacina manji od broja nepoznatih ima
netrivijalna rjesenja.
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PoOSLJEDICA 5.2.

Homogeni sistem u kome je broj jednacina jednak broju nepoznatih ima netrivijalna rjesenja ako i samo
ako je determimanta sistema jednaka nuli.

PRIMIJER 5.6.
z+2y—32=0
Rijesiti homogeni sistem < 2z + 5y + 22 =0
3x—y—42=0
RjeSenje:

Izracunajmo rang proSirene matrice sistema
1 2 =310 1 2 =310 1 2 =310
(2 5 2 O) N (O 1 8 O) N (O 1 8 O)
3 -1 -4,0 0 -7 510 0 0 610

dakle vrijedi rang A| g = 3, a kako je broj nepoznatih n = 3, sistem ima samo trivijalna rjesenja. Vidimo
da posljednja kolona ne igra nikakvu ulogu u odredivanju ranga proSirene matrice sistema kod homogenih
sistema, pa se zato i raCuna samo rang matrice sistema, kao $to je navedeno u Teoremi 5.5. Da sistem
ima samo trivijalna rjeSenja mozemo zakljuciti koriste¢i Posljedicu 5.2 jer broj jednacina jednak broju
nepoznatih, pa je

1 2 -3
2 5 2 | =61+0.
3 -1 -4

Dakle postoji samo trivijalno rjeSenje x =y = z = 0.

PRIMJER 5.7.

z+2y+2z=0

2r+3y+2=0
3x+5y+22=0
2r + 4y +22=0

Rijesiti homogeni sistem

Rjesenje:

1 2 1 1 2 1 1 2 1
2 3 1 0 -1 -1 0 -1 -1
3 5 2(~(0 -1 -1|~1|0 0 0
2 4 2 0 0 0 0 0 0

pa je rang A = 2 < 3 = n. Dakle sistem ima i netrivijalna rjesenja.

r+2y+2=0

-y—2=0

T+2y=-z
y=-z
z=a,a €R

T+ 2y =-a
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=—a
z=a
=a

=—a
z=a

5.3 Zadaci za vjezbu

—_

. Rijesiti sisteme Gauffovom metodom, Cramerovom i matri¢nom metodom
r+y+z=3 2r—y+z2=2 r+3y—2=3
(a) v4+2y+32=6; (b) 2x+2y+42=8  (¢) -3x+2y+2=0;
3x+3y+2="7 3r—y—22=0 20+ 3y —32=2
r—=2y+32=2 3r—2y+3z2=4
(d) 2x+y+4z=T, () x+2y+z=4
3z —2y—2z=-1 2z — 3y —4z = =5.
. Ispitati saglasnost sistema Kronecker-Capellijevim stavom i sluc¢aju saglasnosti rijesiti dati sistem sa sve
tri metode
r+y+z=3 r+y+z=3 20 +2y+z2=5

2r+y+z2=4 b 2r+y+2=4 r—y+z=1
—r—y+z=-1 (b) —r—-y+z=-1 (c) -2z —-3y+z=-4
3r—y—z=1; 3r—y—z=1; r—y—z=-1;

(a)

r+2y+32="7 r+y+z=1 r+4y—32=2
20 —y—>bHz=-4 20 +y+2=4 —2x—-y+6z2=3
(d) —-rx+y+z=1 (e) —r—y+z=-1 () r=Ty+z=-5
3x+y+z=05; Jr—y—z=1; r—y—z=-1

. Ispitati saglasnost sistema Kronecker-Capellijevim stavom i u slu¢ju saglasnosti rijesiti ga

r+y—z+t=2 z+2y+z—-1t=0
(a) —2r—-y—z+2t=-3 (b) —-r—y+2z—-2t=-3
Y 9r+2y—32-3t=4; 2 +y—2z+t=-1

—Ar—-3y+z—-t=-T7 —2x+4y—z-2t =—-4.
. Ispitati saglasnost sistema Kronecker-Capellijevim stavom i sluc¢aju saglasnosti rijesiti dati sistem sa sve
tri metode
2+ Ty+3z+u=6 r=2y+z+u=1 2r—y+z+u=1
(a) 3z+dy+2z+2u=4; (b) z-2y+z—-u=-1; (¢) x+2y—z+4u=2
9z + 4y + 2+ Tu =2 rT—2y+z+du=5 T+ 7y —4z+ 11lu = 3.
Ispitati ima li homogeni sistem rjesenje osim trivijalnog i slucaju da ima izra¢unati ga
rz+y+22=0 rz+y+22=0 rT+2y—22z=0 20 +y—22=0
(a) 2x+2y+32=0; (b) —22+2y+32=0; (¢c) —x+3y+2=0; (d) —-z+2y+2=0
=br+2y+2=0 —r+3y+52=0 -r+8y=0 z+3y—2=0.
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Poglavlje 6

Vektori

6.1 Uvod. Osnovni pojmovi

U matematici, prirodnim i tehnickim naukama, neke veli¢ine odredene su svojom brojnom vrijednoséu. Takve
su na primjer, masa, zapremina, vrijeme i dr. Medutim postoje veli¢ine za koje nije dovoljno samo znati njihove
brojne vrijednosti, na primjer brzina, sila, ubrzanje, jac¢ina elektricnog polja, ja¢ina magnetnog polja i dr. Na
osnovu prethodno izneSenog veli¢ine sa kojimo radimo mogu se podijeliti na:

1. Veli¢ine koje su definisane samo brojnom vrijednoséu i njih nazivamo se skalarnim veli¢inama ili krace
skalarima.

2. Velicine za koje je potrebno poznavati brojnu vrijednost, pravac i smjer. Ove veli¢ine se nazivaju vektorske
veli¢ine ili vektori.

6.1.1 Pojam vektora

Vektori se geometrijski predstavljaju usmjerenim (ili orjentisanim duzima). Neka su date tacke A, B, A # B
prostora. Duz AB kojoj je jedna tacka npr. A proglasena za pocetak, a druga za kraj (tacka B) zva¢emo vektor,

u oznaci E . Vektor A_B) ima pravac kao i prava na kojoj lezi duz AB, smjer od tacke A ka tacki B, a intenzitet
(ili modul ili norma) mu je jednak duzini duzi AB.

Vektor je definisan ako znamo njegov intenzitet, pravac i smjer. Vektori se obi¢no oznacavaju malim slovima
latinice sa strelicom iznad, na primjer a, b, ..., ako su poznate poéetna i krajnja tacka onda koristimo oznaku

—_— —
AB, DF, ... Osim ovakvog ozna¢avanja koriste se i mala slova latinice, ali podebljana (boldovana) a, b, ...

ind e .y - —_ K . ~ ’
Intenziteti se oznacavajusa |a|, |b],...ili |AB| , |DF| ,...1li |a], |b] ... Skup svih vektora prostora oznac¢avaéemo

3
sa V°.

(b) (c)

Slika 6.1: Oznacavanje vektora

Vektor ¢iji je intenzitet jednak nuli naziva se nula—vektor. Pocetna i krajnja tacka nula—vektora se poklapaju
(tj. iste su), dok pravac i smjer nisu definisani. Nula—vektor oznac¢avamo 0 ili 0. Vektor ¢iji je intenzitet jednak
1 zovemo jedini¢ni vektor.

Uobicajeno vektori se dijele u tri kategorije:

1. slobodni vektori;
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2. vektori vezani za pravu ili nosac;
3. vektori vezani za tacku.

Slobodni vektori. Za vektore d i b kazemo da su jednaki, tj. a = b ako imaju jednake intenzitete, iste
smjerove a nosaci su im paralelni ili se poklapaju. Ovakve vektore nazivamo slobodni. Slobodne vektore mozemo
paralelno pomjerati duz njihovog nosaca ili paraleno nosacu, zadrzavajuéi smjer i intenzitet nepromijenjenim.

Vektori vezani za pravu (nosaé). Vektori a i b su jednaki ako imaju iste module, smjerove i isti nosac.
Ovo su vektori vezani za pravu. Mozemo ih pomjerati duz njihovog nosaca.

Vektori vezani za tacku. Vektori a i b su jednaki ako imaju iste module, smjerove, intenzitete a krajne
tacke im se poklapaju. Ovi vektori su vezani za tacku.

U nastavku mi éemo koristiti slobodne vektore.

6.1.2 Operacije sa vektorima

Sabiranje vektora Vektore @ i b sablramo tako $to pocetak vektora b dovedemo paralelnim pomjeranjem do
kraja Vektora a. Rezultantnl vektor ¢, ¢iji se pocetak poklapa sa pocetkom vektora a a kraj sa krajem vektora bj je
zbir vektora a i b tj. c=a+ b. Ovo j je pravilo trougla (Slika 6.2a) ili paralelograma (nadoponjavanjem dobuemo
paralelogram, vidjeti Sliku 6.2b —isprekidane hmJe) U slucaju da trebamo sabratl vektore ay,dsg, ..., 0n_1,0n
postupamo na sljedeéi naéin. Pocetak vektora as dovedemo na kraj vektora a;, pocetak vektora c—i3 na kraj
vektora ay, postupak nastavimo do vektora a,, ¢iji po¢etak dovodimo do pocetka vektora a,,_;. Sada rezultantni
vektor ¢ ¢iji se pocetak poklapa sa pocetkom vektora a; a kraj sa krajem vektora a,, predstavlja trazeni zbir,
tj. ¢ =ay + -+ + a, (Slika 6.2c). Izlozeni postupak ¢esto se zove i pravilo (ili princip) nadovezanih vektora.

Slika 6.2: Sabiranje vektora

Oduzimanje vektora. Suprotan vektor vektora bj je vektor koji ima isti intenzitet, isti ili paralelan nosac,
ali suprotan smjer od vektora b. Suprotan vektor, vektora b ozna¢avamo sa —b.

Oduzunanje vektora b od vektora d svodimo na sabiranje vektora a sa suprotnim vektorom, vektora b tj-
a—b=a+(-b).

Slika 6.3: Oduzimanje vektora

Mnozenje vektora skalarom. Proizvod vektora a i skalara k € R je vektor, ¢iji se pravac poklapa sa
pravcem vektora a, intenzitet mu je jednak |k| - |a|, a smjer mu je isti kao i smjer vektora a ako je k > 0, a
suprotan od smjera a ako je k < 0. Na Slici 6.4a, je vektor a i vektor 1.5a. Vidimo da rezultantni vektor 1.5a
ima isti smjer i prava kako vektor a ali mu je duzina (intenzitet) veéa 1.5 nego duzina vektora a. Na Slici 6.4b
k = —1.5 < 0 pa rezultantni vektor ima isti pravac kao i a, intenzitet mu je 1.5 veéi nego kod a ali ima suprotan
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smjer. Na Slikama 6.4c i 6.4d su slucajevi kada je |k| < 1. Rezultantni vektor ima intenzitet manji od intenziteta
vektora a. Za k = —1 dolazi samo do promjene smjera vektora.

(c) (d)

Slika 6.4: Mnozenje vektora skalarom
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6.1.3 Linearna kombinacija vektora. Baza prostora 1%

Neka je dato n vektora aq,as,...,a, i n skalara a1, as, ..., a,.
Linearnom kombinacijom vektora a;, as, ..., d, nazivamo sljedeéi zbir

Oélgll + 0426712 + e+ an(_in.

DEFINICIJIA 6.1 (Zavisni-nezavisni vektori).

Vektori daq,ds, ..., a, su linearno zavisni ako postoje skalari
a1, Qa, ..., 0,, od kojih je bar jedan razlicit od nule, tako da je

al(_il + 0[252 9P 000 qp anc_in = 6 (61)
Ako je jednakost (6.1) zadovoljena jedino kada je a; = ap = ... = «,, = 0, onda se kaze da su vektori
dq,as, . .., a4, linearno nezavisni.

Za dva vektora ili vise vektora kazemo da su kolinearni ako leze na istim ili paralelnim nosa¢ima (radimo sa
slobodnim vektorima).

Za tri ili viSe vektora kazemo da su komplanarni ako leze u jednoj ravni ili su paralelelni sa ovom ravni.

Vratimo se sada na prostor Ve, Vrijedi sljedeca teorema

TEOREMA 6.1.
5 o o 3 . . o 7o . . < 3 s
Neka su su ay, as, ag € V° bilo koja tri linearno nezavisna vektora. Tada se svaki vektor a € V° mozZe na
jedinstven nacin prikazati kao njihova linearna kombinacija.
DEFINICLIA 6.2.

T . .3 . 3
Uredenu trojku aq, as, asg tri nezavisna vektora iz V'~ nazivamo baza prostora V°.

. e o . .. - 3 -« . e - - - . e -
Drugim rijecima bilo koji vektor a € V° mozemo izraziti preko vektora ai, as,as, tj. predstaviti vektor a
kao linearnu kombinaciju vektora aq, as, ag

El = al(_il + 0125/2 + a3&3.
Skalare oy, a9, a3 nazivamo koeficijenti ili koordinate vektora a u bazi a;, as, as.
6.1.4 Prostorni koordinatni sistem. Ortogonalna baza
Cilj nam je odabrati bazu tako da $to jednostavnije predstavimo vektore.
DEFINICIJA 6.3 (Orjentisana prava ili osa).

Orjentisanom pravom ili osom naziva se prava za Cije je dvije proizvoljne tacke utvrdeno, koja se od
njih smatra prethodnom a koja sljedeéom. Orjentisana prava ili osa moze biti okarakterisana jedini¢nim
vektorom .

DEFINICIJA 6.4 (Ortogonalna projekcija, Slika 6.5).

—
Pod ortogonalnom projekcijom vektora AB na osu p podrazumijeva se duzina duzi A'B', tj. |A'B'| , pri
¢emu su tacke A' i B' ortogonalne projekcije, respektivno tacaka A i B na osu p, uzeta sa predznakom +

. TR g . . . . . . .ol
ako je vektor AB orjentisan na istu stranu kao i osa p u odnosu na ravan koja prolazi kroz tacke A1 A a
normalna je na pravu p, i sa znakom — u suprotnom slucaju.
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B
A
C
p
Po A projp/@ B’

Slika 6.5: Projekcija vektora na osu

DEFINICLIA 6.5 (Pravougli koordinatni sistem, Slika 6.7a).

Uredeni skup tri ose koje prolaze kroz utvrdenu tacku O (pol ili koordinanti pocetek) i koje su uzajamno
okomite, obrazuju Descartesov” pravougli koordinatni sistem

“René Descartes (31.mart 1596.~11.februar 1650.) bio je francuski filozof, matematicar i naucnik.

Dakle tri uzajamno ortogonalne orjentisane prave, koje prolaze kroz tacku O obrazuju Descartesov pravougli
koordinatni sistem. Prave koje obrazuju pravougaoni koordinatni sistem nazivaju se koordinatne ose a njihova
zajednicka tacka O koordinatni pocetak.

Ako se koordinatne ose obiljeze sa Oz, Oy, Oz i orjentisu se kao na Slici 6.7a kaze se da one obrazuju desni
prostorni koordinatni sistem i nazivaju se respektivno apscisna osa, ordinatna osa i aplikativna osa, odnosno
x—osa, y-osa 1 z—osa. Jedinitne vektore (ort—vektori ili ortovi) koordinatnih osa Oz, Oy, Oz, (Slika 6.7b)
oznacavacemo sa i, 5 i k.

Pokazimo kako se tacka a zatim i vektor predstavljaju. Posmatrajmo Sliku 6.6, tj. slu¢aj u ravni (z = 0).
Tacka M ima koordinate 4 i 3, 4 je njena x—koordinata i to je udaljenost od y—ose, dok je 3 njena y—koordinata i

—
to je udaljenost od x—ose. Na ovaj na¢in jednoznacno je odredena tacka u ravni. Vektor OM mozemo predstaviti
u bazi (i, 7) pomoc¢u ovih projekcija tacke. Sa Slike 6.6 vidimo da je

OM = 4i + 3j.
Yy
M(4,3)
S J
. X’b%
b&

&
A
.

<
-
J

00 ¢ 7 7 7

.

Slika 6.6: Predstavljanje vektora u ravni

Na isti na¢in mozemo predstaviti tacku u prostoru, samo $to imamo jednu dodatnu koordinatu, u ovom
slu¢aju z. Odredimo ortogonalne projekcije tatke M na koordinatne ose, u ovom slucaju to su xg, g, 2, Slika

o
6.7a. Vektor OM mozemo predstaviti kao linernu kombinaciju

ey - - >
OM = xgi + yoJ + 20k.
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20 20

e M (xo, Yo, 20) e M (2o, o, Z0)

k
) J
(0,0,0) ‘ Yo y %10,0,0) L y
) vj\/[o(.ro,ymo) Zg 'M(J($07y070)
z x
—_
(a) Pravougli koordinatni sistem (b) Vektor OM
Slika 6.7

— N 5 -

Osim notacije OM = xyi + yoj + 2ok koristimo i sljede¢u notaciju
o
OM = (z¢,%0, 20)-

P
Inace vektor OM naziva se i vektor polozaja tacke M.

Ako su date dvije tacke M (x1,y1,21) i My(xa,ys, z9) Slika 6.8. Kako izraziti vektor M; M,? Vidimo da je
OMsy = OM; + MM, Sada je

z Ml

M,

Slika 6.8

M1M2 = OM2 - OMl = ("EQ’_L:"' yg_; + 212];) - (1’17_;’4' yl; + le_ﬂ')
= (23— 21)i + (g2 —y1)j + (22 — 21)k.

Dakle, ako su date koordinate pocetne i krajnje tacke vektora, njegove koeficijente ra¢unamo tako sto od
koeficijenata krajnje tacke oduzimamo koeficijente pocCetne tacke.

PRIMJER 6.1.
Ispitati da li su vektori @ = (4,—6,10) i b = (=6, 9, —15) kolinearni.
Rjesenje:

Znamo da su dva vektora kolinearna ako leze na istom nosa¢u (pravoj) ili se mogu paralelnim pomjer-
anjem dovesti na isti nosa¢. Ako leze na istom nosacu onda je

a=kbe (a1,a2,a3) = k(by, b, b3),

dva vektora su jednaka ako su im odgovarajuéi koeficijenti jednaki pa je

a1=kb1=>2—i=k,
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ag = kby & 22 = k,
ba

ag = kbs = 23 =k,
bs

pa dobijamo produzenu proporciju

al_ag_ag

bbby (6.2)

Sada samo treba ispitati da li koeficijenti vektora zadovoljavaju prethodnu proporciju. Vrijedi

4 -6 10 2

=6~ 9 -1 3
dakle vektori su kolinearni.
PRIMJER 6.2.
Odrediti parametre o i 3 tako da vektori @ = (o, 1,-4) i b = (3,4, 8) budu kolinearni.
Rjesenje:

Koristimo ponovo uslov (6.2)

a 1 -4
371" 3

a 1 3
319%%

1 -4
Z=7@ﬁ=—16

PRIMJER 6.3.
Razloziti vektor a u pravcu vektora bi ¢, ako je a = 3p — 2@,5 =-2p+qic="Tp—4q.
RjesSenje:
Vrijedi
a=ab+ B¢

3p —2q = a(=2p + q) + B(7p - 4q)
3p—2¢ = (-2a + 7B)p + (o — 4p8)q,

izjednacavajuci koeficijente dobijamo sistem

3=—2a+178
-2 =a-40,

¢ijim rjeSavanjem dobijamo o = 2, 8 =1, pa je
a=2b+¢.
PRIMJER 6.4.
Ispitati linearnu zavisnost vektora a = (1,2,0), b= (2,-4,1), ¢ = (1, -1, -1).
Rjesenje:

I nacin-rang matrice
Formirajmo matricu ¢iji su elementi jedne vrste upravo koeficijenti jednog od vektora, druge vrste koefici-
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jenti drugog vektora, itd. Zatim odredimo rang te matrice. Vrijedi
1 2 0 1 2 0 1 2 0
A= (2 —4 1) - (O -8 1) N (O -8 1)
1 -1 -1 0 -3 -1 0 0 11/’

dakle rang A = 3, tj. imamo tri nezavisne vrste ili kolone, a posto su u matrici elementi vrsta koeficijenti
od vektora to su nasi vektori nezavisni. .
IT naéin-sistem homogenih jedna¢ina Vektori a, b,
ima samo trivijalno rjesenje, tj. za a = 8 = v =
zavisni. Vrijedi

¢ su linearno nezavisni ako jednacina aa + 8b+ yc¢ =0
0, u suprotnom, ako ima i drugih rjesenja, vektori su

aa + ﬂl; +7c=0 <
a(i+2)+BQ2i-4j+k)+v(G-j-k)=0=
(a+2B8+7)i+ (2a—48-7)j+ (B-7)k =0, (0 predstavlja nula—vektor),

iz posljednje jednakosti dobijamo sistem

a+28+v=0

200-48-~v=0

6 - = Oa

vrijednost determinante je
1 2 1
2 -4 -1
=11+#0,

0 1 -1

dakle sistem ima samo trivijalno rjesenje o = § = v = 0. Pa zakljucujemo da su posmatrani vektori

nezavisni.

6.2 Skalarni proizvod

DEFINICIJA 6.6.

Broj, odnosno skalar
]yl cos £(z,y)

naziva se skalarni proizvod vektora z i y i obiljezava
x-y.

Dakle vrijedi
-y = |z||y] cos &(z,y),

gdje je £(&,y) ugao izmedu vektora & i y.

Skalarni proizvod je binarna operacija, koja nije zatvorena, posto rezultat proizvoda Z - ¥ nije vektor nego
skalar.

Primjetimo da je |y| cos (&, ) ortogonalna projekcija vektora  na osu vektor # (ili preciznije na pravu ili
nosaé vektora 7). Sada je
-y = || projz ¥,

S

vrijedi i
z-y = |yl proj; x.
Osobine skalarnog proizvoda date su u sljedecoj teoremi.

TEOREMA 6.2 (Osobine skalarnog proizvoda).

Neka su 2, 9, Z proizvoljni vektori, a « je proizvoljan skalar. Vrijedi
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projz vy B Z

Slika 6.9: Projekcije vektora

(2) 2-(y+2)=2-y+2-2;
(3) (az) -y = oz - y);

(5) |2yl < 7| - |yl, (Cauchy—Schwarzova nejednakost).

Dokaz. Dokazimo samo osobinu (4). Na osnovu definicije skalarnog proizvoda je

z-7=|z|-|z|cos &(z,2) = |Z| + |Z]| cos 0 = |Z| - |Z] = |:E|2
O
Imajuéi u vidu da je cos0 = 1, cos 90° = cos% = 0, izracunajmo skalarne proizvode sa ortovima Z 5 k.
Vrijedi
i-i=|il-|i]cosO=1-1-1=1,
J-3=13l"1jleos0 =1,
k-k=k|l-|k|cosO=1,
e . T
ieg=7-1=]i|- |]|CO§§—1 1-0=0,
i k=k-i=1|klcosg =0,
- - - » u
Jok=k-g=1jl[klcos5 =0
Dakle vrijedi
ivi=j-j=k-k=1 (6.3)
i
1.7=7i=1-F=h-i=7-F=Fk-F=0. (6.4

U sljedetoj teoremi date su neke geometrijske osobine vektora, koje mozemo iskazati preko skalarnog
proizvoda.

TEOREMA 6.3.
Neka su 2, y proizvolini vektori. Vrijedi

. Lol
(1) |z| = (z-x)? (dufina, intenzitet, modul ili norma vektora);
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%, (ugao izmedu vektora, odnosno kosinus ugla izmedu vektora);
N
Ty
il

47 Llye=(x-y=0,7+0Ay#0), (ortogonalnost vektora).

(2) cos4(z,y) =

(3) proj;z = , Y # 0; (projekcija vektora ¥ na vektor y);

Kako koristimo ortonormiranu bazu, tJ bazu koju ¢ine vektorl i, j, k: pokazimo kako se racunaju vrijednosti
iskazane u prethodnoj teoremi. Neka su Z = Ty + To] + :cgk: 19 =yi+1ys] + y3k Tada je

Toy= (95127"‘ 9023 +x3k) - (915"‘ Z/zj +ysk),
a kako vrijedi (6.3) i (6.4) to je
Iy =T1y1 + Tays + T3Ys

pa je sada

a kako je 7 - 7 = |%|* to dobijamo

|z| = \/xf +x§ +x§

Vrijedi
S x +x +x
esa Az g) = 2 ly; zyQ 2 3y23 2
\/331 + x5 + 333\/y1 +ys + Y3
el B = T1Y1 + TaYo + T3Y3
U 2 2 3
VY1t Y2 +y3
te

T lye (zyy +ays +23y3=0, 2 0Ay#0 )

PRIMJER 6.5.

Dati su vektori a = (-1,2,1) i b= (1,-3,2). . .
Izracunati (a) |a|; (b) |b]; (c) a - b; (d) cos £(a,b); (e) proj; b.
RjeSenje:

Vrijedi

(a) |a| =+v/a? + a3+ a2 =vVI+4+1 =6
(b) |B] = b2+ b2 +b2=VI+9+4=Id;

(¢) @-b=ayb, +asby +aszby = (=1,2,1) - (1,-3,2) = =1 — 6 + 2 = —5;

a1b; + agby + azbs _ (—1,2,1)'(1,—3,2) _ -1-6+2 -5

(d) cos«(a,b) = = = ==
Vi + a2+ a2 +b+02 VI+4+1IVI+9+4 V614 V84

a -

Sl

(e) proj; b=
al
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PRIMJER 6.6.
Izracunati unutrasnje uglove i obim trougla trougla A ABC ¢&ija su tjemena A(2,—1,3), B(1,1,1), C(0,0,5).
Rjesenje:

Vidjeti Sliku 6.10, vrijedi

A5 40 = | 4B - [16] cose o com = ALAC_
’ABI-’AC’
B_1)4-B_C)'= ’B—z)‘l’ . |B_C)"cosﬁmcos,8= ﬂ
|BA|-|BC’|

Uglove « i B rac¢unamo Kkoristeéi prethodne formule, dok tre¢i ugao mozemo iz « + 8 + v = 7. Dalje je

AB = (-1,2,-2), BA= —AB = (1,-2,2)
AC = (-2,1,2)
BC = (-1,-1,4)

pa je

(=1,2,-2) - (=2,1,2) _

cCosx =

Vi+4+4J/4+1+4 2
1,-2.2)-(-1,-1,4 2
cosB=(’ ,2) - (L, 7)=£‘=5=E

Vitd+4/i+1+16 2 4

™
y=m—-—a-[8=-.

4
Obim trougla je

O=|E|+|B_C)’|+|C_f4|=\/1+4+4+\/4+1+4+\/1+1+16=6+\/1_8=6+3\/§.

C(0,0,5)

L 4 a /8 2 d
A(2,-1,3) B(1,1,1)

Slika 6.10: Trougao AABC

PRIMJER 6.7.
Date su tacke A(3,3,-2), B(0,-3,4), C(0,-3,0), D(0,2,—4). Izracunati proj;3 CD.

RjeSenje:
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POGLAVLJE 6. VEKTORI 6.3.

Vektorski proizvod

Sa Slike 6.11 je

prOJ—’ CD
cosp = —=25— pa je projzp CD = |CD| cosep,
|CD
znamo da je cos ¢ = co, S%’ e

CD-AB EBIE

Projig CD = |CD| —
|CD||AB| |CD]|

—_ = —
Odredimo sada AB, CD, |AB]|

CD = (0=0)7+ (2~ (=3)) + (=4 — 0)k = (0,5, —4),
AB = (0-3)i + (=3 —-3)7 + (4 — (=2))k = (=3, —6,6),
|AB| = V9 + 36+ 36 =

pa je na kraju

0,5,-4)-(-3,-6,6 0-30-24
prOJ—’ C—TB — ( )Yy ) 9( ) ) ) — I’ = —6.
D(Oa 23 74)
C(0,-3,0) =
_-p
A(3,3,-2) B(0,-3,4)
Projip @

Slika 6.11: Projekcija vektora

Vidimo da na Slici 6.11 vektori nisu dobro orjentisani, zbog negativne projekcije.

6.3 Vektorski proizvod

DEFINICIJA 6.7 (Desni triedar).

Kaze se da tri nekomplanarna vektora a, b ¢ sa zajednickim pocetkom obrazuju redom desni triedar ako se
rotacija vektora a prema vektoru b najkraé¢im putem, posmatra sa kraja vektora ¢ vrii suprotno kretanju

kazaljke sata Slika 6.12a.

Na sli¢an naéin definise se lijevi triedar koji obrazuju tri nekomplanarna vektora a, 5, ¢ sa zajednickim pocetkom

Slika 6.12b.

DEFINICIIA 6.8 (Vektorski proizvod).

Ako je ng jedini¢ni vektor normalan na ravan koju obrazuju vektori z i y pri ¢emu z, y i ng obrazuju desni

triedar, onda se vektor
|| y] sin & (2, y)no

naziva vektorski proizvod vektora i ¢ i obiljezava sa T X .

Samir Karasuljié¢
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POGLAVLJE 6. VEKTORI 6.3. Vektorski proizvod

oL

o>~ ¥

a b

(a) Desni triedar vektora a, E, c (b) Lijevi triedar vektora a, 5, ¢

Slika 6.12

Dakle, vrijedi

@ xy = |2|]y] sin £(z,y)no

|7 xy| = |z||yl| sin £(z, ).

Dakle, vektorski proizvod dva vektora &, y je vektor z, koji normalan na ravan koju obrazuju vektori

-

Y, intenzitet mu je jednak povrsini paralelograma koji formiraju vektori & i ¥, a smjer mu je takav da z, ¥

obrazuju triedar desne orjentacije.
Akoje ¢y =ax bicy = bX a, medusobni raspored vektora prikazan je na Slici 6.13.

T i
1z

—

‘Cl=6><b

o

v

‘Ga=bxa

Slika 6.13: Vektori ¢; i ¢y
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POGLAVLJE 6. VEKTORI 6.3. Vektorski proizvod

Kako ortovi 7, j, k obrazuju triedar desne orjentacije, kao na Slici 6.14 te na osnovu definicije vektorskog

k

<

~

Slika 6.14: Ort-vektori 7, j, k

proizvoda dobijamo

ixi=0 ixj=k ixk=—j
jX%.:—E ij:O 5)(,1?;:{
kxi=] kxj=—-i Exk=0

Vrijedi sljedeéa teorema.
TEOREMA 6.4 (Osobine vektorskog proizvoda).

Ako su I, y, Z proizvolini vektori i a je proizvoljan skalar, onda je
(1) Xy =—-yXxa;
(2) (a@) Xy =2 x (ay) = a2 X y);
(3) Ex (Y+2)=IXy+x X2
Ako su vektori z, y dati u ortonormiranoj bazi, tj. = (1, 79,23) i y = (y1,¥2,y3) tada je
FX 3 = (210 + @] + 23K) X (917 + o) + y3k)
= (22y3 — T3yo)i + (2331 — 2193)] + (T1y2 — y122)F.

Posljednju jednakost mozemo pisati u obliku determinante

.
S
-

1 T2 T3
Y Y2 Y3

K
X
<y
1]

Primjena vektorskog proizvoda. Iz same definicije vektorskog proizvoda proizilazi da je intenzitet
vektorskog proizvoda i y jednak povrsini paraleograma koju formiraju ova dva vektora. Ako oznaéimo sa P
ovu povrsinu, vrijedi

P=|7xy]|
U sluéaju da su vektori 7 i y paralelni ili ako imaju isti nosa¢ tada je
X1y =0,
jer je 4(%,y) = 0, pa je sin&(2,9) = 0 (£ x y = |Z||y] sin &(Z,9)ng). Pa koriste¢i vektorski proizvod mozemo

ispitati kolinearnost vektora, tj. vrijedi

ixy=0= (Z||y, 2+0Ay #0).

Samir Karasuljié¢ 82



POGLAVLJE 6. VEKTORI 6.3. Vektorski proizvod

<y

z

Slika 6.15: Povrsina paralelograma

PRIMJER 6.8.

Ako je |a| = 10, |b] = 5, a - b = 12, izracunati |a X b|.

RjeSenje:
Vrijedi

S a-b 12 6

a-b=al|lb|cosp < cosp = —= = == = 5z,

la||b] 50 25
- . 6 \2

laxb| =|a||b]|sing| =5-101/1 - (%) = 2v589

PRIMJER 6.9.

Izracunati povrsinu i visinu hg trougla A ABC, ¢iji su vrhovi A(1,2,3), B(-2,5,4), C(2,5,8).
RjeSenje:
Vidi Sliku 6.16, povrsinu trougla racunamo

1 1 — —
Ppapc = 5Paaep = 5|AB X AC|.

Vrijedi
—
AB =(-3,3,1)
—
AC =(1,3,5)
i ]k
—_— —_— _ _3 3 1 _ - - =
AB X AC = 55 g =12i + 165 — 12k

1 1 1
Paapc = 5|AB x AC| = 5122 + 167 + 122 = 5v544 = 2V34.

Povrsina trougla je Paapc = 2v34.
—
Visinu mozemo izra¢unati i na drugi na¢in Py apc = %|AB| - he, pa je

_2Ppapc . AWB34 434 44646

he = = = = -
|AB| VO+9+1 V19 19
visina je he = /08,

PRIMJER 6.10.
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POGLAVLJE 6. VEKTORI 6.3. Vektorski proizvod

C(2,5,8)

he

B

A(1,2,3) B(=2,5,4)

Slika 6.16: Povrsina trougla

Izracunati projekciju vektora @ = (3, —12,4) na vektor b = ¢ X d, ako je ¢ = (1,0, —-2), d = (1,3, —-4).
RjeSenje:

Izra¢unajmo prvo vektor b = ¢ X d

i § k&
b=|1 O —21_ 67497 +3F,
1 3 -4

sada je projekcija
a-b _(3,-12,4)-(6,2,3) 6

projra = —— = = .
T T Ve T

PRIMJER 6.11.

S

Neka je |a| = 5, |b] = 5, £(a,b) = %, izracunati povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima

m=2b—ain=3a+2b.

RjeSenje:

|m x| = (26— a) x (3G +2b)| = |6bx a+4b X b—3a X a—2a X b|
—

—
=0 =0
L. L o V2
=|6b><a+2b><a|=8|b><a|=8|b||a||sm4(a,b)|=8.5.4.7=100\/§.

PRIMJER 6.12.

Odrediti jedini¢ni vektor koji je normalan na ravan odredenu vektorima a = (1,1,0), b= (1,-1,1).

RjeSenje:
i ik
a=|l 1 0 7_3_9f
1 -1 1
. B i-j-2% 1+ 1- 2];(1 1 2)
n:T:—:—l——j—— = — T =y T
T Inl Vi+i+d 6 6 V6 V6 V6 V6
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POGLAVLJE 6. VEKTORI 6.4. Mjesoviti proizvod tri vektora

6.4 Mjesoviti proizvod tri vektora

Neka su data tri nekomplanarna vektora a, b, ¢ i vektor d normalan na vektore a i b. Pomnozimo li prvo a i b
vektorski, a zatim a X b pomnozimo sa ¢ skalarno, dobijamo mjeSoviti proizvod

o

tri vektora @, b i ¢. Ova tri vektora konstruisu (razapinju) paralelopiped Slika 6.17. U ovom sluéaju a, b i ¢.
obrazuju triedar desne orjentacije. Povrsina baze paralelopipeda (Slika 6.17 paraleogram obojen sivo) jednaka

je |a x b|, dok je visina h jednaka h = projjc. Pa je sada

(@xDb)-c=laxbldy-c=]axb|projj ¢ =|axblh=V,
gdje je (ZO = %.
Sa druge strane, u slu¢aju drugacije orjentacije, tj. kada vektori a, 57 ¢ obrazuju triedar lijeve orjentacije,
projekcija projg, ¢ bi bila negativna. U ovom sluéaju,

ol

V=—(axb)-
Odnosno, zapreminu paralelopipeda ra¢unamo

= -

V =+(axb)-c,
predznak biramo tako da zapremina ne bude negativna.

d

g

S

a
Slika 6.17: Zapremina paralelopipeda

Ako su vektori a, b, ¢ dati u ortonormiranoj bazi i ako vrijedi a = (a;,as,as), b = (by,bs,b3), ¢ = (¢1,¢a,c3),
tada zapreminu ra¢unamo

ap G2 ag
by by b3
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POGLAVLJE 6. VEKTORI 6.4. Mjesoviti proizvod tri vektora

PRIMJER 6.13.
Odrediti parametar ¢ tako da vektori a = (In(t — 2), =2,6), b = (¢, -2,5), ¢ = (0, -1, 3) budu komplanarni.
Rjesenje:

U sluéaju da su vektori a, b

a, b, ¢ komplanarni, da leZe u istoj ravni, njihov mjesoviti proizvod bio bi jed-
nak 0. Pa iz uslova (a X b)-¢c=0

rac¢unamo vrijednost parametra ¢, vrijedi

In(t-2) -2 6

(Gxb)-é= 8 ‘f g = —6In(t—2) — 6t +5In(t — 2) + 6t = In(t — 2) = 0
0

In(t-2)=0e=c =t-21t=3.

PRIMJER 6.14.

Odrediti zapreminu tetraedra ¢iji su vrhovi A(3,1,-2), B(-4,2,3), C(1,5,-1), D(-5,-1,2). Kolika je
visina tetraedra ako se za bazu uzme trougao AABC? RjeSenje:

Vidi Sliku 6.18, paralelopiped kojeg razapinju vektori A_B), TC, H) podijelimo na dva dijela sa ravni,
¢iji je dio predstavljen crvenim paralelogramom OBFEFC. Sada treba da izra¢unamo zapreminu tetraedra
Vr odredenog vrhovima A, B, C, D. Zapremina ovog tetredra predstavlja % zapremine prizme Vp odredene
sa vrhovima A, B,C, E, F, D.

Pa je
1 1 1 1
VT=§VP=§’§V=6V
—_— - —
V =+(ABx AC) - AD
—
AB = (-7,1,5)
—_—
AC = (-2,4,1)
—_—
AD = (-8,-2,4)
=7 1 5
2o TRl -2 41
(ABx AC) - AD = = 54,
- -2 4
1
VT = 6 -54 =09.
Visinu ra¢unamo na sljede¢i nacin
1 3V;
Vr = gPrapc-hp < hp = 5 -
AABC
i 7 k
-7 1 5 S r o
273 2 4 1 T
|AB x AC| = 1/(~19)2 + (=3)2 + (-26)? = V1046

b = 54 541046
D= V1046 T 1046
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Slika 6.18: Zapremina tetraedra

6.5 Zadaci za vjezbu

Linearna zavisnost vektora. Razlaganje vektora po bazi
1. Odrediti parametre u i v, tako da vektori a@ = (u,1,-2) i b = (—1,3,v), budu kolinearni.
2. Da li su vektori @ = 4i — 6] + 10k i b = —67 + 9] — 15k kolinearni?

3. Akojea = (%, —%, %), odrediti z, z vektora b = (z,4, z), tako da d i b budu kolinearni.

4. Odrediti parametar k, tako da vektori a = (-1,3,2), b = (2, k, —4), ¢ = (k,12,6), budu komplanarni. Za
takvu vrijednost parametra k razloziti vektor a po pravcima vektora b i ¢.
5. Ispitati linearnu zavisnost vektora @ = (1,—-1,2), b = (4,2,0) i ¢ = (1,1,1).
6. Ispitati linearnu zavisnost vektora f,ﬁm, n, a ako su zavisni razloziti vektor [ nam i n,
(a) l = (25 _1a _1) 9 ’17_:1 = (_17 27 _1) aﬁ = (_17 _17 2)7 (b) l = (17 17 1) 77_ﬁ = (07 1; 1) 7’5 = (_15 07 1)7 (C)
Skalarni proizvod vektora
1. Dati su vektori a = (2,1, -2), b = (—1,4,3). Izracunati |al, |b], a - b, £(a,b), proj; @ i projs b.

2. Tjemena trougla su A(2,-1,3), B(1,3,-4), C(0,2,4). Odrediti unutrasnje uglove trougla i duzine stran-
ica trougla.

3. Neka je |a| = 3, [b] =6, £(d,b) = Z. Tzracunati |a + b i [2a — b|.

4. Izracunati duzinu dijagonala paralelograma, ako su mu stranice vektori @ = 2m + 47, b = —3m + 57 i
|m| = 22, |1] = 3, 4(m, 1) = Z.

5. Odrediti projekciju vektora d = 4a — 3b na vektor ¢, ako su a = (2,-1,3), b= (3,-2,1), ¢ = (2, -4,5).

6. Za koje su vrijednosti parametra m vektori a@ = (=2,1,m), b = (1, —2,3) ortogonalni.

Vektorski proizvod vektora
1. Akoje |a| =5, |b| =12 i G- b = 45, izracunati |a x b|.
2. Akojep=2d+b g=d—2bildl =3, |b] =41 4(d,b) = X, izracunati p X q.

3. Stranice paralelograma date su vektorima p = —3a + 2b, ¢ = 3a + 4b i |a| = 2, |b] = 31 4(a,b) = T
Izracunati povrsinu paralelograma i ugao izmedju dijagonala.
4. Izraéunati projekciju @ = (2,1, —3) na vektor b = ¢ X a, ako je ¢ = (1,0,-2) i b = 1,3, —4).
LT - - - - . > - - - . . o e .
5. Neka je AB =3p—4q, BC=p+5qilq|=1q| =1, £(p,q) = . Izracunati povrsinu trougla i visinu h,.
6. Dati su vektori a = (1,1,-1),b = (=2, -1,2), ¢ = (1, -1,2).
(a) Razloziti vektor ¢ po pravcima vektora @, b, a X b;

(b) Odrediti ugao koji obrazuju vektor ¢ sa ravni odredjenom vektorima a i b.
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Mjesoviti vektorski proizvod

1.
2.
3.

Ispitati da li tacke A(1,2,-1), B(0,1,5), C(-1,2,1), D(2,13) pripadju istoj ravni.
Dokazati da su vektori @ = (—1,3,2), b = (2,-3,4), ¢ = (-3, 12,6) komplanarni.

Izracunati zapreminu tetraedra i visinu hp, ¢iji su vrhovi A(2,0,0), B(0,3,0), C(0,0,6), D(2,3,8).

Razni zadaci

1.

10.

11.

12.
13.

14.
15.

16.

17.

-

Dati su vektori @ = —2p + 4¢, b = 2p — 24, 4(a,b) = % Izracunati |al, 6], @ - b, £(d,b), projza i proj; b.
— — L — —_— —_— —

Akoje |[AB| =2, |AC| = 4, £(AB, AC) = % itacka M je sredina duzi BC, izracunati AM preko AB, AC,

a zatim |M|

Izrac¢unati ugao izmedju simetrala koordinatnih osa yOz i xOz.

Izracunati ugao izmedju vektora 2d — 4b i 3G + 2b, ako je a = (2,-1,3), b = (3, -2,2).

U trouglu A, ABC poznato je A(2,1,-3), AB = (2,-3,5), BC = (3,-2,4). Odrediti koordinate vrhova
B i C i koeficijente vektora AC' i £+.

Odrediti projekciju vektora a = (2,4,v/5) na osu koja zaklapa uglove a = 3 B =% asa z-osom tup ugao.
Izradunati povrsinu trougla &ije su dvije stranice vektori a = 45' —k+3kib= (5,-3,7).
Odrediti parametar A tako da vektori @ = 147 + Ak + 3i i b = (X, =2, A) budu okomiti.

Odrediti parametar k tako da vektori a = (=1,3,2), b = (2,k,—4) i ¢ = (k, 12 6) budu komplanarni. Za
tako dobijenu vrijednsot parametra k razloziti Vektor @ po pravcima vektora bic.

Dat je trougao ¢iji su vrhovi A(5,2,-4), B(9,-8,-3) i C(16,—6,—11). Odrediti povrsinu A ABC' i un-
utrasnje uglove trougla.

Izracunatl povrsinu nad vektorima @ = (2,1,—k) i b = (=1,1,=7) i izraéunati ugao izmedju vektora @ i
a+ 2b.

Izracunati visinu paralelopipeda koju obrazuju vektori @ = (1, -4,5), b = (0,2,-4) i ¢ = (2, -2,1).

Dati su vektori a@ = (2,-1,7), b= (0,-4,3) i ¢ = (-1,-2 + 1). Ispltatl komplanarnost vektora. Ako IllSll
komplanarni izra¢unati visinu tetraedra koju obrazuju vektori a, bi ¢, ako se za bazu uzmu vektori a i b.

Izracunati visinu paralelopipeda koju obrazuju vektori a = (1, -4,5), b= (0,2,-4) i ¢ = (2, -2, 1).

Izra¢unati duzinu visine trougla koju obraquu vektori @ = (1,-4,5)ib = (0,2, —4) i to onu koja odgovara
stranici koja je odredjena vektorom a.

— — — —
Dati su vektori OA = (5,2,-1), OB = (1,-3,4), OC = (-2,1,3), OD = (2,6,-2). Pokazati da je
0 ABCD paralelogram i izracunati ugao izmedju dijagonala.

Data su tri tjemena paralelograma A(2,-1,0), B(3,4,1), C(—1,0,—1). Odrediti ¢etvrto tjeme i ugao
izmedju dijagonala.
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Poglavlje 7
Funkcije

Funkcije sre¢emo u svim oblastima matematike. Pojam funkcije je jedan od osnovnih i najvaznijih matematickih
pojmova. Sa izucavanjem funkcija poc¢inje se dosta rano ve¢ u osnovnoj, a zatim se nastavlja u srednjoj skoli,
zato bi trebalo da materijali koji su izlagani u nastavku budu poznati studentima. U ovom poglavlju bice
razmatrane samo realne funkcije jedne realne promjenljive

7.1 Uvod

Postoji vise na¢ina za uvodenje, odnosno definisanje pojma funkcije. Jedan nacin je sljedeca definicija.
DEFINICIJA 7.1 (Funkcija).

Neka su X i Y bilo koja dva neprazna skupa. Postupak koji svakom elementu x € X pridruzuje ta¢no
jedan element y € Y zovemo funkcija ili preslikavanje sa X u Y i piSemo

fiXoYiico f(@)iliX5Y, zeX

PRIMJER 7.1.

Neka su dati skupovi X = {1,2,3,4,5} i Y = {a,b,c,d,e}. Na Slici 7.1 predstavljene su funkcije, dok na
Slici 7.2 nisu funkcije.

@,d)

j \ | \ 3 | \

| \ 5 (3,b) o)
1 (2,a) o

Slika 7.1: Funkcije

NAPOMENA 7.1.

Svi elementi skupa X moraju biti preslikani i mogu biti preslikani samo jednom, tj. u samo jedan element.
Zato su na Slici 7.1 funkcije ili preslikavanja, a na Slici 7.2 nisu funkcije.

Skup X iz Definicije 7.1 zovemo domen ili podrucje definisanosti funkcije i oznacamo sa Dy ili D(f). Svakom
elementu x € Dy funkcija f pridruzuje element y € Y. Skup svih ovakvih elementa y zovemo skup vrijednosti
ili kodomen i oznacavamo sa V(f), Vy, R(f), f(X). Elemente skupa Dy zovemo originali (ili argumenti ili
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Slika 7.2: Nisu funkcije

promjenljive ili nezavisne promjenljive), a elemente skupa Ry, tj. f(x) slike (ili zavisno promjenljive). Dakle,
vrijedi
f(X)={yeY:y=f(2)}if(X)cY.
Grafik Gy funkcije f : X = Y je skup uredenih parova (z, f(x)), z € X,

Gr={(z,f(z)):x e X} c X xY.
Funkciju f : X = Y mozemo zadati tabelarno, graficki, analiticki (formulom) i dr.

PRIMJER 7.2.

Na Slici 7.3 funkcije su predstavljene graficki, Tabelom 7.1 funkcija je zadana tabelarno i sa (7.1) funkcija
je zadana analiticki.

y = f(z)

X

Slika 7.3: Grafici funkcija

z |35 2 3 1 x« £ 5
f@)] 1 4 -x 5 0 90 -Z

Tabela 7.1: Tabelarno zadana funkcija

logx — 2’

f(z) = sin(z® - 4z) + 0

(7.1)

Realna funkcija jedne realne promjenljive. Neka je f : X — Y. Ako je X € R onda kazemo da je f
funkcija jedne realne promjenljive, a ako je Y € R kazemo da je f realna funkcija.
7.1.1 Vrste preslikavanja

Neka f : X — Y, dakle svakom elementu x € X funkcija f pridruzuje neki element y € Y. Ne znamo nista o
tome da li su svi elementi skupa Y slika nekog elementa (originala) iz skupa X, kao i to da i je neki element
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y € Y slika jednog ili vise originala, vidjeti Sliku 7.1. Iz prethodno navedenog uvodimo nova preslikavanja koja
imaju neke dodatne osobine, a koje nam obezbjeduju da svi elementi skupa Y slike, zatim da svaki elementi
y € Y bude slika samo jednog elementa iz skupa X.

DEFINICLIA 7.2 (Sirjekcija).

Za funkciju f : X — Y kaze se da je preslikavanje skupa X na skup Y, ili da je sirjekcija skupa X na skup
Y, ako je Ry =Y.

Iz definicije slijedi da je svaki y € Y slika bar jednog elementa x € X, vidjeti Sliku 7.4a ili 7.4d.

N o e L N N o e N e \\ o e L N o e
| ) B | (L,a) B | ) B
(a) Sirjekcija (b) Injekcija (c) Bijekcija
B
f o B
B € e °
d ° ° d ) d ©
c © C © c ©
b ° b ° b o
a © a 3 a ©
A A A
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
(d) Sirjekcija (e) Injekcija (f) Bijekcija

Slika 7.4: Vrste preslikavanja: Sirjekcija, injekcija i bijekcija

DEFINICIIA 7.3 (Injekcija).

Za funkciju f : X — Y kaze se da je injekcija ili injektivno preslikavanje, ako vrijedi

1

f@)=f@) = =2

Drugim rije¢ima kod injektivnog preslikavanja karakteristicno je da jednakost slika povlaci jednakost originala
ili razli¢itim originalima odgovaraju razlicite slike, razli¢iti originali slikaju se u razlicite slike, vidjeti Sliku 7.4b
ili 7.4e.

I ako je neko preslikavanje istovremeno i sirjektivno i injektivno dobijamo novo preslikavanje dato u sljedecoj
definiciji.

DEFINICIJA 7.4 (Bijekcija).

Funkcija f : X = Y naziva se bijekcija ili bijektivno preslikavanje, ako je ona istovremeno i sirjekcija i
injekcija.

Bijekcija se naziva jos i uzajamno jednoznacno preslikavanje ili obostrano jednoznacno preslikavanje, vidjeti
Sliku 7.4c ili 7.4f.
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DErFINICLIA 7.5 (Kompozicija).
Akosu f: X » Y ig:Y » Z funkcije, tada funkciju h : X — Z zadanu sa

h={(z,9(f(2))) : x € X}

zovemo slozena funkcija (ili kompozicija, slaganje funkcija), funkcija f i g i piSemo h = g o f.

Dakle vrijedi h(z) = g(f(x)).
Za proizvoljne funkcije vazi asocijativni zakon za kompoziciju funkcija. Za funkcije f: X » Y, g: Y — Z i
h:Z — W vrijedi

(hog)of=ho(gof).

Svakoj funkciji f : X + Y, kao specijalnom slucaju relacije iz X u Y odgovara inverzna relacija f_l CYxX
iz Y u X. U opstem slucaju relacija f_1 nije funkcija. U slucaju kada je f_1 funkcija onda se ona naziva inverzna
funkcija, funkcije f. Uslov kada je inverzna relacija f_1 inverzna funkcija, funkcije f dat je u sljedecoj teoremi.

TEOREMA 7.1.

Inverzna relacija f_1 funkcije f: X = Y bice funkcija f_1 1Y » X ako i samo ako je f bijekcija.

f
!
L]
[ —\
A

—1
X y 7z X f y

a) Kompozicija funkcija b) Inverzna funkcija ' funkcije
] ] ] ]

Slika 7.5: Kompozicija funkcija (preslikavanja) i inverzna funkcija

Osim navedenih vrsta preslikavanja, ¢esto susre¢emo i konstantnu funkciju (preslikavanje) Slika 7.6 i identicku
funkciju (preslikavanje) Slika 7.7.

(a) Svi elementi skupa X se slikaju u element ¢ (b) Grafik konstantne funkcije f(z) =3

Slika 7.6: Primjeri konstantnih funkcija
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o B Yy

5/—\‘5 .

4/—\.4 -
\ | r) =
| | o3 f( ) L

30\\/\/
T x o2

2‘\/

1\/‘1

AN o d . o d x
X )}
(a) Svi elementi skupa X se slikaju u iste elemente (b) Grafik identicke funkcije f(z) = x

Slika 7.7: Primjeri identickih funkcija

7.1.2 Neke osobine realnih funkcija

Prilikom ispitivanja realnih funkcija jedne realne promjenljive f : X — Y, XY € R susre¢emo se sa pojmovima:
nula funkcije, parnost i neparnost, konveksnost, konkavnost i prevojne tacke, monotonost, lokalni i globalni
ekstremi, ogranicenost, periodi¢nost te infimum i supremum. Osim toga za dvije funkcije vrijede i

(i) zbir funkcija f+g: Dy = R,
(f +9)(@) := f(z) + (),

(1) razlika funkcija f —g: Dy = R,
(f = 9)(@) := f(z) - g(x),

(7ii) proizvod funkcija f-g: Dy = R,
(f - 9)(@) := f(z) - g(2),

(1v) kolicnik funkcija 5 : D} » R, Df ={z € Dy : g(x) # 0},

(-5

Nule funkcije
DEFINICIIA 7.6 (Nule funkcije - vidjeti Sliku 7.8).

Neka je f : Dy = R funkcija. Kazemo da je xy € Dy nula funkcije f, ako je f(zo) = 0.

Ako je xy nula funkcije f, onda grafik funkcije G ili dodiruje ili sijece z—osu u tacki g, Slika 7.8.

Y

f(z)

iL'Ol 11:02

Slika 7.8: Grafik funkcije koja sije¢e z—osu u tacki zg, i dodiruje z—osu u tacki x,

Parnost—neparnost Ove osobine ima smisla razmatrati samo ako je definiciono podrucje Dy simetri¢no u
odnosu na tacku x = 0.

Samir Karasuljié¢ 93



POGLAVLJE 7. FUNKCIJE 7.1. Uvod

DEFINICIJA 7.7 (Parnost—neparnost).

Kazemo da je funkcija f : Dy = R, parna ako je

f(~2) = f(2), Va € Dy.

Funkcija f je neparna ako je
f(=2) = ~f(2), ¥ € Dy.

\\\\\\\jii)

(a) Parna (b) Neparna (¢) Ni parna ni neparna

Slika 7.9: Parna, neparna i funkcija koja nije ni parna ni neparna

Kod parne funkcije grafik je osno simetrican u odnosu na y—osu, dok je kod neparne funkcije grafik centralno
simetri¢an u odnosu na koordinatni pocetak O(0,0), Slika 7.9.

PRIMJER 7.3.
Date su funkcije

2 . o 2
(a) f(z) =2" + xsinz; (b) f(x) = 2#31 i (¢) flz)=2" -3z +1.
Ispitati da 1i su funkcije parne, neparne ili ni parne ni neparne.

RjeSenje:

(a) f(-z) = (-2)° + (=2)sin(-z) = 2> + zsinz = f(z), funkcija je parna;

—z _o—(-z) T _oT T _o-x .. .
(b) f(-2) = 2(,1)22“ = 2123 = _290231 = —f(«), funkcija je neparna;

f(z)
_f(m)v

funkcija nije ni parna ni neparna.

(¢) f(—z)=(~2)>=3(-z)+1=a2"+32+1# {

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke Posmatrajmo sljedece slike.

Y

x x To
(a) (b) (c)

Slika 7.10: Grafici konveksne, konkavne i funkcije sa prevojnim tackama
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Na Slici 7.10a je grafik funkcije koji je "udubljen” ako pogledamo odozgo, sa druge strane na Slici 7.10b
grafik je ”ispucen” ako ponovo pogledamo odozgo, i na kraju na Slici 7.10c je grafik funkcije kod koje grafik
prelazi u tacki P sa "udubljenog” na ”ispupceni” dio. U sljedec¢oj definiciji data je precizna formulacija ovih
osobina funkcije.

DEFINICIJA 7.8 (Konveksnost, konkavnost).

Kazemo da je funkcija f : Dy +— R konveksna na intervalu (a,b) € Dy ako je

f(at1+z2) < f(xl) + f((EQ)

5 5 za svaki x1, 19 € (a,b). (7.2)

Ako je u 7.2 vrijedi =, kazemo da je funkcija f konkavna na (a,b). Ako u 7.2 vrijedi stroga nejednakost,
onda kazemo da je f strogo konveksna na (a,b). Analogno se definise i pojam stroge konkavnosti.

Kazemo da xy € Dy prevojna tacka funkcije f ako postoji realan broj ¢, takav da f strogo konveksna na
(zg — €, 70) 1 strogo konkavna na (xg, g + ¢) ili da je f strogo konkavna na (xy — &, x) i strogo konveksna
na (zg, Ty + €).

Prevojna tacka funkcije se naziva jos i tacka infleksije.
Geometrijska interpretacija konveksnosti i konkavnosti. Na Slikama 7.11a i 7.11b predstavljeni su

grafici strogo konveksnih funkcija na posmatranom skupu. Sa Slike 7.11a vidimo da vrijedi f (%) <

ACEREAACEI N \Y dijelu grafika gdje je funkcija strogo konveksna, grafik je iznad tangenti koje odgovaraju tom
dijelu grafika Slika 7.11b.

Yy Yy

f(x)+f(x2) |
2

f(=g2)

it x1+x2 T2

(a) (b)
Slika 7.11: Grafici konveksnih funkcija

(m;ﬂﬁz) > fz1)+f(z2)

Sa druge strane kod konkavnih funkcija, na Slike 7.12a vidimo da je f , te da je na
dijelu grafika gdje je funkcija konkavna, grafik ispod tangenti koje odgovaraju tom grafiku Slika 7.12b.

Y
(e

fl@)+f(x2) | t
2

Slika 7.12: Grafici konkavnih funkcija
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Monotonost funkcije
DEFINICLIA 7.9.
Kazemo da je funkcija f : Dy = R monotono rastuca na intervalu (a,b) € Dy ako
(Va1,25 € (a,0))(z1 S 22 = f(21) < f(22)). (7.3)
Kazemo da je funkcija f : Dy = R monotono opadajuca na intervalu (a,b) € Dy ako

(V21,29 € (a,0))(x1 S 22 = f(21) = f(22)). (7.4)

Ako umjesto znaka < u (7.4) stoji <, kazemo da je f strogo rastuéa na intervalu (a,b). Analogno se definise i
strogo opadaju¢a funkcija, samo $to mijenjamo < sa <1 = sa > .

Lokalni ekstremi funkcije
DEFINICIA 7.10.
Kazemo da funkcija f : (a,b) — R u tacki g € (a,b) ima lokalni minimum ako postoji okolina O(x)

tacke xqg takva da je
f(x) = f(xzg) za sve x € O(zg).

Funkcija f u tacki xy € (a,b) ima lokalni maksimum ako postoji okolina O(zy) tacke xo takva da je

f(x) < f(xg) za sve x € O(xyg).

Ukoliko vrijede stroge nejednakosti za x # x, onda govorimo o strogom lokalnom minimumu i strogom lokalnom
maksimumu.

Ogranicenost, infimum i supremum funkcije
DEFINICIJA 7.11.
Kazemo da je realna funkcija f : Dy » R
(i) ogranicena odozdo, ako postoji m € R takav da je

f(x) =2 m zasve x € Dy; (7.5)
i1) ogranic¢ena odozgo, ako postoji M € R takav da je
(i) og go, ako postoj j

f(x) < M zasve x € Dy; (7.6)

(i74) ogranicena, ako je ograni¢ena i odozdo i odozgo.

Svaki broj m za koji vrijedi (7.5) zovemo minoranta, a svaki broj M za koji vrijedi (7.6) zovemo majoranta
funkcije f.
DEFINICJA 7.12.

Akoje f: Dy >R
(i) ogranic¢ena odozdo, onda njenu najveéu minorantu zovemo infimum i oznacavamo sa inf p -

(i1) ogranitena odozgo, onda njenu najmanju majorantu zovemo supremum i ozna¢avamo sa supp ; f;

Globalni ekstrem

DEFINICIJA 7.13.

Kazemo da funkcija f : Dp = R u tacki o € Dy ima globalni minimum na Dy ako je f(z) < f(x) za sve
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ZL'EDJC.

Analogno se definise i globalni maksimum na Dy. Ukoliko za sve x # x( vrijede stroge nejednakosti, tada se
radi o globalnim ekstremima.

Periodicnost

DEFINICIJA 7.14.

Kazemo da je funkcija f : Dy = R periodi¢na ako postoji pozitivan broj T' € R, takav da je
f(x +T) = f(x) zasve x € Dy. (7.7

Najmanji broj T za koji vrijedi (7.7) zovemo osnovni period funkcije f.

PRIMJER 7.4.

Ispitati jesu li date funkcije perido¢ne, ako jesu odrediti osnovni period T,

(a) f(z) =sinz; (b) f(z) = 2> + .

RjeSenje:

(a) f(x+T)=sin(x+T) =sinzcosT + coszsinT, pa da bi bio ispunjen uslov f(z+T) = f(x) mora biti
vrijediti cosT =11isinT = 0, a ovo je ispunjeno kada je T' = 27. Dakle, sinz je periodi¢na funkcija sa
osnovnim periodom 7' = 27.

B) flz+T)=(2+T)  +2+T=2"+22T+T’ +2+T=2"+2+ TRz +T +1), uslov f(z +1t) = f()
biée ispunjen kada je T' = 0, pa funkcija f nije periodi¢na.

7.2 Pregled baznih i nekih elementarnih funkcija

Bazne funkcije realne promjenljive su
1. Konstantna i identicka (jedini¢na) funkcija;
2. Eksponencijalna i logaritamska funckcija;
3. Stepena funkcija;
4. Trigonometrijska funkcija kosinus (cos) i njena inverzna funkcija arkuskosinus (arccos).
Elementarne funkcije realne promjenljive dobijamo iz baznih funkcija kona¢nom primjenom algebarskih

operacija +, —, +, : i kona¢nim brojem superpozicija tih funkcija.

Linearna funkcija Jedan od najjednostavnijih primjera elementarne funkcije je linearna funkcijal. Opsti
oblik linearne funkcije je

flx) =kz +n.

Vrijedi:
1. Definiciono podrucje ove funkcije je skup svih realnih brojeva R.
2. Grafik ove funkcije je prava.

3. Parametar k je koeficijent pravca, a n je odsjecak prave na y—osi.

n

_E’O)’ tj. za vrijednost argumenta x = —%.

4. Nula funkcije je u tacki (
5. Funkcija nije ogranic¢ena, i nema lokalnih ekstrema.

6. Slucaj k > 0 (Slika 7.13a)

1Funkcija koja ¢e biti ovdje predstavljena je afina funkcija, a koja se pogresno naziva linearna.
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y=f(x)
(a) Grafik funkcije f(x) = kz +n, k>0 (b) Grafik funkcije f(z) =kx +n, k<0

Slika 7.13: Grafici linearnih funkcija f(z) = kx + n uslucaju k >0i k <0

(a) Funkcija raste Yo € R;

(b) Znak funkcije: f(x) <0, z € (—00,—%), flz)>0,z€ (—%, 00).

7. Slucaj k < 0 (Slika 7.13b)
(a) Funkcija opada V2 € R;
(b) Znak funkcije: f(x) >0, z € (—007—%), flx)<0,z€ (—%, oo).
Specijalni slucajevi
1. U slucéaju n = 0 grafik prave prolazi kroz koordinatni pocetak.

2. U slucaju k = 0 dobijamo konstantnu funkciju. Grafik ove funkcije je prava paralelna sa z—osom ili sama
x —osa, kada je i n = 0. Grafici ovih pravih predstavljeni su na Slici 7.14a.

y Y
y=1
oo |
T 0,0
(0.0) y=—0.5
=-1.5
v r=—1 xr=1.75
(a) Grafici funkcija oblika f(z) =n (b) Prave oblika z = a, a € R

Slika 7.14: Grafici funkcija oblika f(x) = const, (f(z) =n) i pravih z = a

Na Slici 7.14b predstavljene su prave oblika x = a, a € R. Ovo nisu funkcije u smislu kako je to ovdje
uvedeno.

Kvadratna funkcija Opsti oblik kvadratne funkcije je

fz)=az” +br+c, a#0

1. Definiciono podrugje kvadratne funkcije je skup svih realnih brojeva R.
2. Grafik ove funkcije je parabola.
3. Nule funkcije racunamo po formuli

—b+ Vb? — dac

Tyj2 = %

Velicina D = b° — dac je diskriminanta, moze biti pozitivna, jednaka nuli i negativna, i od vrijed-
nosti diskriminante kvadratna funkcija moze imati dvije realne i razlic¢ite nule, jednu dvostruku nulu
ili konjugovano—kompleksne nule.
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WAVAVA

aalielii S S e SN

(a) Diskriminanta D > 0 (b) Diskriminanta D =0 (c) Diskriminanta D < 0

Slika 7.15: Grafici kvadratnih funkcija f(z) = ax® + bz + ¢ za a > 0 i razlicite vrijednosti diskriminante D

Tr1 = T x
T
/ \ D >0 D=0 D <0
) Diskriminanta D > 0 (b) Diskriminanta D =0 (c) Diskriminanta D < 0

Slika 7.16: Grafici kvadratnih funkcija f(z) = ax® + bz + ¢ za a < 0 i razlicite vrijednosti diskriminante D

4. Slucaj a > 01i D > 0. Grafik odgovarajuce funkcije dat je na Slici 7.15a.

(a) Funkcija je konveksna.

(b) Ima lokalni minimum za = = —%.
(¢) Zmak funkcije, f(z) > 0, Vo € (—00,21) U (x9,00), f(x) <0, z € (1, x,), nule funkcije su za z; i
Zo.

(d) Funkcija opada za Yz € ( 00 —Qi) araste za x € (_21’ oo)

5. Slucaj a > 01 D = 0. Grafik odgovarajucée funkcije dat su na Slici 7.15b.

Funkcija je konveksna.

a
Ima lokalni minimum za x = — 2

(a)

(b) e

(c) Znak funkcije, f(x) > 0, Vo € (—00,00) \ {21}, nula funkcije je za ;.
(d) Funkcija opada za Y € (—oo, —%), a raste za x € (—%, oo), T = —%.

6. Slucaj a > 01i D < 0. Grafik odgovarajuée funkcije dat je na Slici 7.15¢.

Funkcija je konveksna.

b

(a
(b) Ima lokalni minimum za x = —5.-

)

)
(¢) Znak funkcije, f(x) > 0, Vo € (=00, 00).
(d) Funkcija opada za Y € ( 00 —21) a raste za T € ( 2b ,oo).

7. Slucaj a < 01 D > 0. Grafik odgovarajuce funkcije dat je na Slici 7.16a.

(a) Funkcija je konkavna.

b

(b) Ima lokalni maksimum za z = —=.
a

(¢) Znak funkcije, f(z) <0, Vo € (—00,21) U (29,00), f(x) >0, z € (21, x5), nule funkcije su za z; i
ZTy.

(d) Funkcija raste za Va € (—oo,—%), a opada za x € (—%, oo).
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8. Slucaj a < 01 D = 0. Grafik odgovarajuce funkcije dat je na Slici 7.16b.

(a) Funkcija je konkavna.
(b) Ima lokalni maksimum za x = —%.
(¢) Znak funkcije, f(x) < 0, Vo € (—00,00) \ {21}, nula funkcije je za ;.
(d) Funkcija raste za Va € (—oo7 —%), a opada za x € (—%, oo)7 Ty = —%.
9. Slucaj a > 01 D < 0. Grafik odgovarajuée funkcije dat je na Slici 7.16¢.
(a) Funkcija je konkavna.
(b) Ima lokalni maksimum za x = —%.
(¢) Znak funkcije, f(x) <0, Vo € (—00, 00).
(d) Funkcija raste za Va € (—oo7 —%), a opada za x € (—%, oo).
Eksponencijalna funkcija Opsti oblik eksponencijalne funkcije je
flz)=a",0<a#l. (7.8)

Broj a je baza. Razlikujemo dva slucajaito: 0 <a < 11ia> 1. Vrijedi

1. Definiciono podrugje eksponencijalne funkcije je skup svih realnih brojeva R.

2. Eksponencijalna funkcija (7.17) nema nula i eksponencijalna funkcija uvijek je pozitivna, tj. f(z) >
0, Vz € (—00,00).

3. Funkcija (7.17) je konveksna.
4. Slucaj 0 < a < 1. Grafik ove funkcije je dat na Slici 7.17a.

(a) Funkcija opada za Yz € R.

(b) Ima desnu horizontalni asimptotu y = 0.
5. Slucaj a > 1. Grafik ove funkcije je dat na Slici 7.17b.

(a) Funkcija raste za Va € R.

(b) Ima lijevu horizontalni asimptotu y = 0.

Y Yy
fe)=a",0<a<1 flz)=a% a1
o +\+ J% + + + +
v x
(-0 (070
(a) Slucaj0<a<1 (b) Slutaj a > 1

Slika 7.17: Grafici eksponencijanih funkcija f(z) =a* za0<a<1lia>1

Samir Karasuljié¢ 100



POGLAVLJE 7. FUNKCIJE 7.2. Pregled baznih i nekih elementarnih funkcija

Logaritamska funkcija Opsti oblik logaritamske funkcije je
flx)=log,z, 0<a+1. (7.9)

Broj a je baza logaritma, a z je argument (logaritmand ili numerus). I ovdje, kako kod eksponencijalne
funkcije, razlikujemo dva slucaja u zavisnosti od vrijednosti baze a. Baza moze biti bilo koji realan broj, koji
zadovoljava uslove 0 < a A a # 1, medutim dvije baze se vise koriste od ostalih, a to su a = 101 a = e. U slucaju
baze a = e koristimo oznaku

Inz,

ne pisemo oznaku za bazu i umjesto log koristimo In. Ovaj logaritam se naziva prirodni ili Neperov ’ logaritam.
U slucaju baze a = 10 za logaritam koristimo oznaku

log x,
tj. bez oznake za bazu. Ovaj logaritam se naziva dekadski ili Briggsov ? logaritam.

1. Definiciono podrucje je = € (0, 00).

Yy
() =1 > 1
f(x) =log,z,0<a<1 f(z) =log, z, a
+ - - - - - - + + + + +
(0,0) v (0,0) (1,0)
’ (1,0)
(a) Slucaj0<a<1 (b) Sluzaj a > 1

Slika 7.18: Grafici logaritamskih f(x) =log,zza0<a<lia>1

2. Slucaj 0 < a < 1. Grafik ove funkcije je dat na Slici 7.18a.

(a) Funkcija je opadajuca za Vo € Dy, tj. Vo € (0, 00).
(b) Funkcija ima nulu za x = 1.
(¢) Zmak funkcije: f(x) > 0,Vz € (0,1), f(z) <0, Yz € (1, 00).

3. Slucaj a > 1. Grafik ove funkcije je dat na Slici 7.18b.

(a) Funkcija je rastuca za Yo € Dy, tj. Y € (0, 00).
(b) Funkcija ima nulu za z = 1.
(¢) Znak funkcije: f(x) <0,Vx € (0,1), f(x) >0, Yz € (1, 00).

Trigonometrijske i inverzne trigonometrijske funkcije Trigonometrijske funkcije su: kosinus, sinus, tan-
gens, kotangens, sekans i kosekans.

Funkcija kosinus
1. Definisana Vz € R.
2. Kosinus je parna funkcija, tj. (Vo € D;) cos(—x) = cosz.

3. Periodi¢na je funkcija, tj. vrijedi (3T € R) (Vz € R) cos(z + T') = cosz, najmanji broj T sa ovakvom
osobinom naziva se osnovni period funkcije. Za funkciju kosinus T = 2.

2John Napier of Merchiston (1 februar 1550.godine — 4. april 1617.godine); poznat i kako Neper, Nepair; nadimak Marvellous
Merchiston) bio je skotski zemljoposjednik koji se bavio matematikom, fiziokom, astronomijom.
3Henry Briggs (february 1561.godine — 26 januar 1630. godine) bio je engleski matematicar
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4. Nule funkcije su za xg = 5 + km, k € Z.

5. Znak funkcije: f(x) >0, z € (0+ 2km, 2 + 2km )U(2E + 2k, 27 + 2k7) , f(2) < 0, 2 € (I + 2k, 25 + 2kr) .
6. Lokalni maksimumi su tackama x,,, = 2kw, k € Z, a lokalni minimumi u x,;, = 7 + 2k7, k € Z.

7. Funkcija opada za x € (0 + 2km,m + 2k7), a raste z € (7 + 2km, 27 + 2km) .

' f(2) = cos(z)

;P -7 0

(a) Funkcija cosz

f(z) = sin(z)

—2m = Ar

o

ol
3
o

T=2m

(b) Funkcija sinz

Slika 7.19: Grafici trigonometrijskih funkcija cosx i sinz

Funkcija sinus
1. Definisana V& € R.
2. Sinus je neparna funkcija, tj. (Vo € D;) sin(-z) = —sina.

3. Periodi¢na je funkcija, tj. vrijedi (3T € R) (Vz € R) sin(x + T) = sinz, najmanji broj T sa ovakvom
osobinom naziva se osnovni period funkcije. Za funkciju sinus 7" = 27.

4. Nule funkcije su za zq = km, k € Z.
5. Znak funkcije: f(x) >0, z € (0 + 2km, 7w + 2k7), f(x) <0, x € (7 + 2km, 27w + 2k7).

6. Lokalni maksimumi su tackama x,, = g + 2km, k € Z, a lokalni minimumi u x,;, = ‘%’T + 2km, k € Z.

7. Funkcija raste za x € (0 + 2k, g + 2]4:77) U (3?” + 2k, 2w + 2k7r) ,aopadax € (% + 2k, 3?” + 2k77) )
Funkcija tangens

1. Definisana Yz € R\ {Z + kr | k € Z} tj. Dy =R\ {Z +kr | k € Z}.

2. Tangens je neparna funkcija, tj. (Vo € Dy) tg(—z) = —tgz.

3. Periodi¢na je funkcija, tj. vrijedi (T € R) (Vz € R) tg(x + T) = tgz, najmanji broj T sa ovakvom
osobinom naziva se osnovni period funkcije. Za funkciju tangens T = 7.

4. Nule funkcije su za g = 0 + km, k € Z.

5. Zmak funkcije: f(z) >0, z € (0 + km, % + kﬂ'), flz) <0,z € (—g + km,0 + k‘ﬂ').
6. Funkcija nema lokalnih ekstremuma.

7. Funkcija raste za Vo € Dy.

Funkcija kotangens

1. Definisana Yz € R\ {r +kn | k € Z} tj. Dy =R\ {r + kn | k € Z}.

2. Kotangens je neparna funkcija, tj. (Vw € Df) ctg(—z) = —ctgx.

3. Periodicna je funkcija, tj. vrijedi (3T € R) (Vz € R) ctg(z + T) = ctgx, najmanji broj T sa ovakvom
osobinom naziva se osnovni period funkcije. Za funkciju kotangens T = 7.
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Yy
AN
f(z) = tg(x)
1 — — —s > 1
T=m
(a) Funkcija tgz
Yy
AN
f(@) = cta(a)
e \ \ s
e A N 0 2 TN T |
T=mn

(b) Funkcija ctgx

Slika 7.20: Grafici trigonometrijskih funkcija tgx i ctgx

4. Nule funkcije su za z = g + km, k € Z.

5. Zmak funkcije: f(z) >0, z € (0 + km, g + kﬂ'), flz) <0,z € (g + km,m+ kﬂ').
6. Funkcija nema lokalnih ekstremuma.

7. Funkcija opada za Y € Dy.

Funkcija arkus kosinus

1. Grafik funkcije dat je na Slici 7.21a;

2. Funkcija je definisana za Vo € [-1,1], tj. Dy = [-1,1];

3. Funkcija je opadajuca YV € Dy;

4. Zmak f(z) >0, Vz e [-1,1), f(z) =0zaz = 1;

5. Ogranicena je (Vo € Dy) 0 < arccosz < m;

Funkcija arkus sinus

1. Grafik funkcije dat je na Slici 7.21b;

2. Funkcija je definisana za Vo € [-1,1], tj. Dy = [-1,1];

3. Funkcija je rastuca Vo € Dy;

4. Znak f(z) <0, Vz € [-1,0), f(z) >0, Yz € (0,1], nule funkcije f(x) =0 je za = = 0;

5. Ogranicena je (Yx € Dy) — 7 < arcsinz < 7;
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Brojni nizovi

-1 (070)

(a) Funkcija arccos

SRS

1

X

(¢) Funkcija arctg

(0,0)

SE

(b) Funkcija arcsin x

Bl

(0,0)

(d) Funkcija arcctg

Slika 7.21: Grafici inverznih trigonometrijskih funkcija arccos x, arcsin z, arctg x i arcctg

Funkcija arkus tangens

1. Grafik funkcije dat je na Slici 7.21c¢;

2. Funkcija je definisana za Vo € R = (=00,00) tj. Dy =R = (—00,00);

3. Funkcija je rastuca Yz € Dy;

4. Znak f(x) <0, Vz €

5. Ogranicena je (Yx € Dy) — 7 < arctgz < 7

(—00,0

), f(z) >0,z €(0,00), nula funkcije f(z) =0zaz=0:

6. Ima lijevu horizontalnu asimptotu y = —g i desnu horizontalnu asimptotu y = g

Funkcija arkus kotangens

1. Grafik funkcije dat je na Slici 7.21d;

2. Funkcija je definisana za Vo € R = (=00,00) tj. Dy =R = (—00,00);

3. Funkcija je opadajuca Yz € Dy;

4. Znak f(xz) >0, Vz € (—00,00);

5. Ogranicena je (Vx € Df) 0 < arcctgx < m;

6. Ima lijevu horizontalnu asimptotu y = 7 i desnu horizontalnu asimptotu y = 0.

7.3 Brojni nizovi

Neka su N skup prirodnih brojeva i R skup realnih brojeva.

PRIMJER 7.5.
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ool»—‘
] =

1
2’

2,3, 4, ...
4,6, 8,... (7.10)
. 4,9, 16, ...

AL

V2T VB VA

ay, Gz, a3, Ayq, ...

— N =

DEFINICLJA 7.15 (Niz).

Svako preslikavanje a : N = R zove se realni niz.

Elementi skupa vrijednosti niza su a(1), a(2), a(3),...,a(n),... koje krade oznatavamo sa a,, g, ..., 0y, ... 1

zovemo ih ¢lanovi niza. Za prvi red (7.10) iz Primjera 7.5 vrijedi a; = 1, ag = %, az = %, ... Clan niza a,, je n—ti

¢lan niza ili opsti ¢lan niza. Niz je odreden ako mu je poznat opsti ¢lan. Broj n je indeks opsteg ¢lana. Niz se
obiljezava sa (a,), n = 1,2...1li (a,)re; ili (a,), n € N ili jednostavno kratko sa (a,,). Skup N je domen ili
skup indeksa niza (a,,), dok se skup a(N) zove skup vrijednosti ili kodomen niza (a,,).

PRIMJER 7.6.

Ako je poznat opsti élan niza a,, odrediti nekoliko prvih ¢lanova niza.
(a) a, = $7 (b) a, = QM (¢) a, = n°.

RjeSenje:

(a) %, é, i,...

(0) 3, 35+ 35 ---

() 1,4,9,...

Graficki prikaz niza Niz (a,, ) na brojnoj pravoj predstavljamo tako $to ¢lanovima niza pridruzujemo odgo-
varajuce taCke brojne prave.

PRIMJER 7.7.

Predstaviti na brojnoj osi nizove
_ 1 _ n—1
(a) ap = 2n—1" (b) Ay = n °

Rjesenje:
(a) (an) =1, 5, 5,7, (vidjeti Sliku 7.22);
(b) (an) =0, 3, 2,2,... (vidjeti Sliku 7.23).
.a4:%a3:é QZZ% a1:1

1
2n-1

Slika 7.22: Tacke niza ¢iji je opsti ¢lan a,, =

Clanove niza mozemo predstavljati i u pravouglom koordinatnom sistemu.
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a1:O ag =

o

as =

win

az =

N[ =

Slika 7.23: Tacke niza ¢iji je opsti ¢lan a,, = 2=

PRIMJER 7.8.

o0 o 0 52 o 52 Q 200 2 1
Predstaviti u pravouglom koordinatnom sistemu ¢lanove niza ¢iji je opsti ¢lan a,, = ot

Rjesenje: Vidjeti Sliku 7.24.

ai

.

a_2

| 1 2 3 4 x

Slika 7.24: Clanovi niza u koordinatnom pravouglom sistemu &iji je opsti ¢lan a,, = %, predstavljeni su crvenim
tackama

DEFINICIJA 7.16 (Aritmeticki niz).

Niz (a,,) kod kojeg za svako n € N vrijedi a,,4+1 — a,, = d, d € R, naziva se aritmeticki niz.
Broj d je razlika ili diferencija niza. Opsti ¢lan ovog niz je
a, =a; + (n—1)d,
dok se suma S,, prvih n ¢lanova aritmetickog niza ra¢una
Sy = g(al + ay)
ili
8, = g[2a1 +(n—1)d].
Iz definicije aritmetickog niza vrijedi a,,+1 — a,, = a,, —a,_1,n =2,3,... paje

Apt1 t Qpoy

2

Ay =

Dakle svaki ¢lan aritmetickog niza (osim prvog ¢lana) je aritmeticka sredina prethodnog i sljedeceg clana, otuda
i ime aritmetickog niza.

DEFINICIJA 7.17 (Geometrijski niz).

Niz (a,) za koji vazi

Intl _ 0, g€ R\ {0}, VneN,

a,

naziva se geometrijski niz.

Broj g je koli¢nik niza. Opsti ¢lan je

—_— n=
an =a1q
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dok sumu S, prvih n ¢lanova racunamo po formuli

g =1
Sn=a1ﬁ,q=ﬁ1.

Iz same definicije geometrijskog niza je ag—“ = %2 pa je

7
An—-1

Up = /Op—10n41,

tj. svaki ¢lan, osim prvog, geometrijskog niza je geometrijska sredina prethodnog i sljedeceg ¢lana, odakle je
geometrijski niz dobio ime.

Granic¢na vrijednost niza
DEFINICIJA 7.18 (s—okolina tacke).

Interval (zg — &,z + €), € > 0 nazivamo e—okolina tacke xy. Broj € je poluprecnik okoline.

Okolina tacke +0o je interval (M, +00), gdje je M realan broj, dok je okolina tacke —oo interval (—oo, M),
m je realan broj.

Dakle e—okolina tacke xq je skup realnih brojeva za koje vrijedi 2o — & < & < xg + €, odnosno |z — x| < €.

PRIMJER 7.9.

Odprediti e-okolinu tacke xg = 0, ako je € = %
Rjesenje:

Trazena e—okolina je interval (—%, %), odnosno skup tacaka koje imaju osobinu —% <z < ity {ze

37
R| -3 <z < 3}, vidjeti Sliku 7.34

W=
ol

Slika 7.25: e—okolina tacke zy = 0, za poluprecnik konvergencije %

DEFINICIJA 7.19 (Tacka nagomilavanja niza).

Tacka z( je tacka nagomilavanja niza (a,) ako se u svakoj njenoj e—okolini nalazi beskonatno mnogo
¢lanova niza (ay,).

PRIMJER 7.10.

Odrediti tacke nagomilavanja za nizove sa opStim ¢lanovima

(@) an =2, (b) an =2, (c) a, = CL2

n+l °
Rjesenje:
1. Clanovima niza su 1, %, %, ..., (vidjeti Sliku 7.26);
2. Clanovima niza su %, %, %, ..., (vidjeti Sliku 7.27);
3. Clanovima niza su —%, %, —%, é, ..., (vidjeti Sliku 7.28).

Samir Karasuljié¢ 107



POGLAVLJE 7. FUNKCIJE

7.3. Brojni nizovi

as ag4 as ag a1
0 111 1
5 4 3 2

Slika 7.26: Clanovi niza ¢iji je opsti ¢lan a,, = %, dakle tacka nagomilavanja je 0.

aj as a4 as
0 1 2 3 4 1
2 3 4 5

Slika 7.27: Clanovi niza ¢iji je opsti ¢lan a,, = —2

T dakle tacka nagomilavanja je 1.

as as ai a2 [¢2} ag
-1 " _5 _3 _1 2 4 6 ]
6 4 2 3 5 7
. = C e s -n"
Slika 7.28: Clanovi niza ¢iji je opsti ¢lan a,, = D
n+1

, pa ovaj niz ima dvije tacke nagomilavanja i to —11 1.
NAPOMENA 7.2.

Izraz ”gotovo svi ¢lanovi niza” znaéi svi ¢lanovi niza osim njih kona¢no mnogo.

DEFINICIJA 7.20 (Grani¢na vrijednost niza).

Ako postoji tacka zq takva da se u svakoj njenoj e—okolini nalaze skoro svi ¢lanovi niza (a,,), kazemo da
je niz konvergentan i da je xy njegova grani¢na vrijednost (ili limes).

Definiciji 7.20 ekvivalentna je sljedeca definicija.

DEFINICIJA 7.21.

Niz (a,,) je konvergentan i £y mu je grani¢na vrijednost, ako za svako e postoji prirodan broj ng (odreden
u zavisnosti od ¢) takav da je

|(1n - xOl <g,
za svako n > ng.

Ovo se pise a,, = g, n — oo ili nh_{rolo a,, = xg ili lima,, = z¢ i kaze da niz (a,,) konvergira ka x ili da a,, tezi
ka Zo-

Konvergenta niz ima samo jednu tacku nagomilavanja, ova tvrdnja iskazana je u sljedecoj teoremi.
TEOREMA 7.2.

Ako niz (a,,) ima granicnu vrijednost ona je jedinstvena.

Drugim rije¢ima ako a,, = a i a,, = b, tada je a = b.

DEFINICIJA 7.22.
Za niz koji nije konvergentan kaze se da je divergentan.

DEFINICIJA 7.23 (Ograniceni niz).

Niz (a,) je ogranicen sa gornje strane ako postoji realan broj M takav da je a,, < M za svako n € N.
Broj M zove se gornja granica niza (a, ). Niz (a,) je ogranic¢en sa donje strane ako postoji realan broj m
takav da je m < a,, za svako n € N. Broj m zove se donja granica niza (a,,). Niz (a, ) je ogranicen ako je
ogranicen i sa gornje i sa donje strane.
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PRrRIMJER 7.11.

(a) Neka je dat niz ¢iji je opsti ¢lan a,, = n. Skup vrijednosti ovog niza je {1,2,3,...}. Vidimo da je 1 < a,,
za svako n € N| pa mozemo donju granicu izabrati m = 1, tj. niz je ograni¢en odozdo.

(b) Neka je a,, = 5 — n op$ti ¢lan niza (a,). Skup vrijednosti je {4,3,2,1,0,-1,...}. Vrijedi a,, < 4, pa
izaberimo gornju granicu M = 4. Dakle niz je ograni¢en odozgo.

(¢) Neka je sada a,, = % Skup vrijednosti niza je {1, %, %, ...}. Vrijedi 0 < a,, € 1, pa mozemo izabrati

m =01 M =1, dakle niz je ogranic¢en i odozdo i odozgo, tj. ogranicen je.

DEFINICIJIA 7.24 (Monoton niz).

Niz (a,) je

(a) rastudi ako je ap41 = a, za svako n € N;

(b) strogo rastuéi ako je a,.; > a,, za svako n € N;
(c) opadajuéi ako je a,4+1 < a, za svako n € N;

(d) strogo opadajuéi ako je a,41 < a, za svako n € N.

NAPOMENA 7.3.

Nizove definisane pod (a), (b), (¢) i (d) skra¢eno zovemo monotoni nizovi.

TEOREMA 7.3 (Rac¢unanje limesa).

Neka su (a,) i (b,) konvergentni nizovi i neka je lima,, = a i limb,, = b, tada vrijedi

(1) lim(a, £b,) =lima, *limb, =a +;

(2) lim(ay, - b,) =lima, - limb, =a-b;

(3) lim §2 = fe = & b % 0;

limb,,
(4) c¢-lima, =c-lima, =c-a;
(5) lim(a,)" = (lima,)* = o".

U Primjeru 7.10 vidjeli smo da niz ¢iji je opsti ¢lan a,, = % ima jednu tacku nagomilavanja i to z¢ = 0, tj.
da se u svakoj e—okolini tacke xy = 0 nalaze skoro svi ¢lanovi niza, pa sada na osnovu Definicije 7.20 vrijedi
sljedeci limes

o1
lim — =0 (7.11)

n—oo

PRIMJER 7.12.

Izra¢unati limese
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1 2n+1
(a) hm— (b) hm— (¢) hm ?, (d) 7}1—{20671——4’
4, 3
2n —4 + -n+1 -n +n +n+4
(e) Jim 211—2475 () hmn4 322 23 (9 Jimg n2+7; +nlO
n—00 3n, n n—00 n mn n—00 n mn
+3n + 10 v +3 4
(h) lim n’ +3n (i) lim ——— & , (4) hm3n—
n—oo —nt +n3 +n +4’ =E3 n=00 V312 +3
m n+l—-vynj, 1m n“+2n+2-—nj|, (m) hm n+l—-—+vynj,
k) lim (Vv V), (1 1' \/2 2n + 2 lim ( vV Yn
n—00 n—00
1+2+ 1+4+4°.. 44" 1 1 1
li : lim | — + 57— +...+ — |.
(n)nl_l)rolo (0)71—'001+6+62 L (p)nl—r»{}o[l'Q 2.3 ’I’L(’fl‘l‘l)]
RjeSenje:
.2 1
(G Sl U
. 1 o1 1
() Jim, o= lim g M =0-0=0;
. n .
(C) T]L.I—II)loTL n—>oon+1.ﬁ_7}l—l;glol+__17
D) i 201 M+l on_ 2+ 2
(@) i = = o = © T g4 3
(@ 1 3 —2n — 4n’ 3-2n—4n® n’ i Z-2_4 4
e) lim ——————=lim ————— ! — = lim =—=;
noe0 307 —2n +5 now3n? —2n+5 n?  now 3 245 3
. n3+3n2—n+1_ n3+3n2—n+1'n2__ n+3—%+#_ _
() i, =z N sl NP
n n® +2n+ 3 n dn“ +2n + 3 n n 442+
4 3 4 3 2 2 1 4
. —n +n +n+4 -n+n"+n+4 n . T At S+ s
G = T ETAm I m o T
n n°+3n+ 10 n n°+3n + 10 n n L+ =+ -5
. n2+3n+10 n+3n+10 nf | F+5+1
(h) lim 7 3 = lim t— = lim T T — =0;
nooo —nt +nd+n+4 noco—ptindin+4 n e U el S e
n? n3+3
N . Vn?+3 Va3 n : A A
(¢) lim ——— = lim :— = lim == lim = lim — =1;
nooo N —4 n—oo T — 4 n n—oo | &, n— 00 1_é n—00 ]__é
4
-4 4 n
j lim —— = = lim - N P lim —" = lim ——
3
n—oo Y3y 213 mn-oo ,/n +n2+3 n—00 \/n +n2+3  n—oo 3/n +n +3
_ 4
= lim n =1;

(k)

(1)

e 1+l & 7
Vn+1+n

YA - ()’

Jm (Ve +1-vi) = lim (Vn+1-n)-

1
= lim ——

n=0 \/n + 14 /n

n—00

\/n+1+\/ﬁ_ vn+1++n

= 0;

n2+2n+2+n

(\/n2 +2n+2)2 —n?

lim(\/n2+2n+2—n)=lim<\/n2+2n+2—n>- =

n-o0 n—00 ) n2+2n+%+n R=e
) 2n + 2 n oo 2+ = ) 2+ =

= lim :— = lim = lim =1

n—00 Vn2+2n+2+n

n

)
n=0 \/n2 490 +2+n oo 14242 49
n n

nZ+2n+2+n
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(m) T}%(W—%):J%(m_%)'(\/n+l) ¢ YnFIYn+ ()

(n)

(0)

(»)

(Vn+1)2+ n+1{n+(¥n)?
S € ) Nl €0 |
noeo (Yt 1)2+ Yn+l¥n+(¥n)?2 noo (n+ D)2+ Vn+ln+(¥n)?

1+2+...4+n
2

b

lim
n—00 n

U brojniku je suma prvih n ¢lanova aritmetickog niza, vrijedi a; = 1, a,, = n, d = 1. Sumu prvih n
¢lanova aritmetickog niza ra¢unamo po formuli S,, = 2(a; +a,), paje 1+2+...+n = $(1+n), sada

n(l+n) 1
o 1+24+ ... +n . T . n>+n n’ N |
je lim 7 = lim 75— = lim ———: — = lim =53
n—00 n n—oo n n—oo  92n n nooo 2 2

1+4+4%.. . +4""
lim > -
noo 1 +6+6°+...+6" .
Ove sume ra¢unamo po formuli S, = aqu_—_ll. Za sumu u brojniku koli¢nik je ¢ = 4, dok je za sumu u

I u brojniku i u nazivniku su sume prvih n ¢lanova geometrijskog niza.

nazivniku koli¢nik je ¢ = 6, prvi ¢lan za oba niza je a; = 1. Sada vrijedi
4" 1

1+4+4% 44771 y 1.4=2 p 5@ =1) 6" 50
1m = 1m = = ll’I’l—:—n= m —————— = U]
n=o 1+ 6+6°+... +6777 now] B2l noe3(6" —1) 6" n-ee 3(1-

I 1 N 1 . 1
noo| 127237 T n+ 1)
1
n(n+1)
.. Zbog toga sablon za razlaganje

. | 1

Svi razlomci u ottt
1 1
1.97° n(n+1)
razlaganje svih razlomaka koji se pojavljuju u limesu.

dobijeni su po istom obrascu, uvrstavajué¢i n = 1 u —— dobijen
n(n+1)

je razloma na proste razlomke mozemo iskoristiti za

j 1 k prost lomk koristit

Razlozimo razlomak n(n;-&-l) na sljedec¢i nacin

1 _A N B
n(n+1) 7 n+1
gdje su A i B konstante koje trebamo odrediti. Dakle, vrijedi
1 A B An+1)+Bn (A+B)n+ A

—_— — + =
n(n+1) 7 n+l n(n + 1) n(n+1)

da bi polazni i posljednji razlomak bili isti, moraju biti isti izrazi u brojniku i nazivniku. Nazivnici
su isti, a brojnici ¢e biti isti ako su koeficijenti uz odgovarajuce stepene isti. Iz posljednjeg uslova
dobijamo sistem

A+B=0
A=1
Rjesenje sistema je A =1, B = —1, pa je

111
n(n+1) " n+1

Primjenjujuéi posljednje pravilo za razlaganje razlomaka dobijamo

LS SRS SUNRIURE SRS S S 11 1 1 1
1.2 2.3 n(n+1)_ 2 2 3 n—-1 mn n n+1l n+1
Pa je sada
| 1 1 1 ) 1 1 _1
e T2 23 T ) | Tame\ mAl) T

Broj e
Vrijedi teorema.
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POGLAVLJE 7. FUNKCIJE

7.3. Brojni nizovi

TEOREMA 7.4.

Niz (a,,) ¢iji je opsti clan a,, = (1 + %)n je konvergentan.

Grani¢na vrijednost ovog niza je broj e. Broj e je baza prirodnog ili Neperovog logaritma. Broj e je iracionalan

broj i njegova vrijednost, data na nekoliko decimalnih mjesta, je e = 2.7182818284 . ..
Dakle, vrijedi

. 1\"
,%1_1,20(1+H) =e (7.12)
PRIMJER 7.13.
Izrac¢unati limese
. 5\" . o\ . IS
<a>m(1+a) %(b)ii%(“m) ?(C)J%(l‘m) ;
2
n-+n
) 1\t ) n+1\" . 6n° +n+3
(d)ili&(“f)_n) 7(6)7}5130(11—1) 7(f)7}ggo(—6n2+n+1 ;
(¢) lim n(Inn —In(n+2)); (k) lim (3n+1)(ln(n2+2n+4)—1n(n2+n+2)).
RjeSenje:
5\" 1\" 1 o 5.
(a) lim (1+ ﬁ) = lim (1"‘?) = lim (1"'?) = limer" = lim e =€,
. 1y 1 \Umms i
() T}H&(“m) =,}E££,(1+m) = Jim et =e
_67}1_’120 4+i =€i;
. o\ 3n \" 3n+1\" 1\™"
@ Jim (1= g7) = Jm (r) =t () =m0 )
1 Sni(_n) L.(_) 1
= lim (1+—) = lim e3» =e 3;
n—00 3n T—00
1 \371 1 5n:£=-(3n—1) g lim 321 . n
(d) lim (1+ —) = lim (1+ —) = lim e ¥ 2 gnoeo Sn T m
n— 00 5 n— 00 5n n— 00
. 3-1
B gl
n-1,_2
. n+1\" . n—1+2\" . 2 \" . 1 2ot
(e) 7%5&(71—1) ‘JH{}O( n—1 ) ‘J%(“n—l) ‘J%(“E)
2
N L . 2
— T @l 67}1_{210 I e’ll"n’}O v o= e
2 2
e e mealt (e +n+1+2) ] non
(f) lim | ——— = lim | ———— = lim (1+ —
n—oo\ 6n° +n + 1 n—00 6n - +n+1 n—00 6n“+n+1
6n?insl 2 (n2+n)
1 2 onetntl 2 2 2n242n 2
- 1 _ e ———-(n"+n) _ . s . n
= nl_r)lgo 1+ m =) nh_)nc}o e6n“+n+l = nh_)ngo eo6n“+n+l F
2+% 2
= lim e*7"'n7 = e%7
112
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POGLAVLJE 7. FUNKCIJE 7.4. Limes funkcije. Nneprekidnost

+2\™" +2\ ™"
=limln(nn ) =lnlim(nn )

(¢9) lim n(lnn—In(n+2)) = lim nln

n—00 n— 00 n 2 n—00

1\ p\Ee e 2
=1In lim (1 + 7) =1In lim (1 + 7) =In lim en ™ = Ine? = -2;
n—00 3 n—00 B n—00
2 on 44\ 2 on 44\
. 2 2 . n n . n n
h) lim (3n+1)(In(n" +2n+4)—In(n" +n+2))= lim In{ ——— =Iln lim | ——
()n—»oo( )( ( ) ( )) n—c0 <n2+n+2) n—’°°<n2+n+2)
2
nZ4nt2,_n42 (3.,41)
+9 3n+1 1 n+2 n2+n+2 po8)
= In lim (1 4 2"—2) =In lim |1+ ——— = T T @iee C2)
n n®+n+ n = n
3n2+7n+2 3
=In lim e »*+n+2 =]ne” = 3.

7.4 Limes funkcije. Neprekidnost

U ovom poglavlju bi¢e uvedeni limes funkcije (ili grani¢na vrijednost funkcije) i neprekidnost funkcije. Ova dva
pojma su osnova, odnosno polazna tacka za izgradnju diferencijalnog i integralnog ra¢una. Ove pojmove (limes
funkcije 1 neprekidnost) moguée je uvesti preko nizova realnih brojeva i preko ¢, d terminogije.

7.4.1 Limes funkcije

DEFINICIIA 7.25 (Tacka nagomilavanja).

Za realan broj a kazemo da je tacka nagomilavanja skupa D € R ako postoji takav niz (a,,) elemenata iz
D da vrijedi

a, €D, a, #ai lim a, = a.
n—00

Skup svih tacaka nagomilavanja skupa D ozna¢avamo sa D'. Tagku a € D nazivamo izolovanom tackom
skupa D ako ona nije tacka nagomilavanja skupa D.

PRIMJER 7.14.

(1) D =[0,1) dok je D' = [0,1], jer postoji niz (a,), takav da a,, — 1;

(2) D =N u ovom slucaju D' je prazan skup, tj. D' = @:

(3) D=Q, D'=R;

(4) D =(0,1) U {3,4}, sada je D' = [0,1], jer su tacke a; = 3, as = 4 izolovane tacke skupa D.

Tacku nagomilavanja mozemo uvesti i drugom definicijom.

DEFINICIJA 7.26 (Tacka nagomilavanja).

Za realan broj a je tacka nagomilavanja skupa D € R ako proizvoljna okolina tacka a sadrzi bar jednu
tacku koja pripada skupu D razli¢itu od tacke a.

Drugim rijecima realan broj a je tacka nagomilavanja skupa D € R onda i samo onda ako za svaki € > 0 vrijedi
(a—e,a+c)n(D\{a}) #+ @, tj. tacke nagomivavanja skupa D su one tacke u ¢ijoj se proizvoljnoj e—okolini
nalaze i druge tacke skupa D.

Sa druge strane, realan broj a € D je izolovana tacka skupa D ako i samo ako postoji € > 0 takav da je
(a—e,a+e)nD=@.

Neka je f : D » R, D ¢ R, realna funkcija jedne realne promjenljive. Zanima nas da odredimo, ne samo
ponasanje odnosno vrijednost u tackama iz domena D, nego i u okolini tacaka nagomilavanja skupa D. Neka je
a tacka iz skupa D', tj. a € D'. Sada postoji bar jedan niz (a,,) elemenata iz D, takav da Vn € N vrijedi

a, #ai lim a, = a.
n—oo
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POGLAVLJE 7. FUNKCIJE 7.4. Limes funkcije. Nneprekidnost

Koristeéi vrijednosti niza (a,,) za argument funkcije f dobijamo novi niz (f(a,,)). Niz (f(a,)) moZe

(1) konvergirati nekom broju L koji ne zavisi od izbora niza (a,,);
(2) konvegirati nekom broju L koji zavisi od izbora niza (a,,);
(3) divergirati.

Tlustrujmo to primjerima.

PRIMJER 7.15.

2

= -3, vrijedi

Funkcija f zadana je sa f(z) = 2;39. Domen funkcije f je D = R\ {-3}, dok je skup svih tacaka
nagomilavanja D' =R.
(a) Neka je a = —3. Za bilo koji niz realnih brojeva (a,,), a, # —3 iz D za koji je lim a,
2
. an - 9 9 _
7%1_{1;10 anp +3 Jl—g}o(a” )= 8

(b) Neka je a € D i (a,), a, # a, bilo koji niz iz D takav da je lim a, = a. Sada je

2

-9
lim f(a,) = lim a 3= lim (a,, —3) = a — 3.

n—00 n—oo Ay + n—00
Dakle u ovom primjeru lim f(a, ) ne zavisi od izbora niza (a,,).
n—00

PRIMJER 7.16.

0, z<0

Domen funkcije je D = Ri D' = R.
1, z>0.

Funkcija f zadana je sa f(z) = {
(a) Neka jea=01a, = —%. Sada je f(=1/n) =01 lim f(-1/n) = 0;

(b) Neka je a=01ia, = . Sada je f(1/n) =11 lim f(1/n) = 1;

(_1)71,

(¢) Inakrajua=01ia, = 1+(;1)"

. U ovom slucaju je f(ay,) =

U ovom primjeru lim f(a,) ili zavisi od izbora niza (a,,) ili ne postoji.
n—00

, te niz f(a,) divergira.

Zainteresovani smo da napravimo razliku izmedu niza realnih brojeva (a,) iz D sa osobinom a, # a i
lim a,, = a za koji postoji realni broj L = lim f(a,) koji ne zavisi o izboru niza (a,,) i od onih nizova kod kojih
n— n—0o0

ova vrijednost realnog broja L zavisi od izbora niza (a,,).

DEFINICIJA 7.27 (Heineova).

Realan broj L je limes ili grani¢na vrijednost funkcije f : D — R u tacki a € D', ako za svaki niz (a,,) iz

D, a, # a, za koji je lim a,, = a vrijedi
n—00
lim f(a,) = L.
n—00

Ako je a izolovana tacka skupa D, onda za limes funkcije f u tacki a uzimamo broj f(a).

Za limes L funkcije f u tacki a koristimo oznaku
L = lim f(z),

i ¢itamo: f(x) konvergira (tezi) prema L kada x konvergira ka a.

Na Slici 7.29 predstavljena su dva niza (a,) i (f(a, ). Vidimo kada niz (a,,) konvergira ka a, tada niz (f(a,,))

konvergira ka L.
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POGLAVLJE 7. FUNKCIJE 7.4. Limes funkcije. Nneprekidnost

f(al)'

flan-1)
f(an) b
f(an+'1) S

* * ° * d T
a Gp+10nAp—1--* A1

Slika 7.29: Kada a, — a tada f(a,) = L

NAPOMENA 7.4.

Funkcija f u tacki ¢ moze imati samo jedan limes.

PRIMJER 7.17.

T2

Odrediti (a) lim f(z), (b) lim f(z), ako je f(z) = 3’ +50-2
Domen funkcije je D = (=00, —2) U (=2, 00).

(a) Uocimo bilo koji niz realnih brojeva (a,), a, € D, a, # 1, koji konvergira ka 1, tj. lim a, = 1. Tada
n— 00

je
. 2
 3a24+5ba, -2 e +5a,-2) 4.4 5 o
=T T m (a, +2) 1+2 =2
Dakl vodi 1i (z) = i 3x2+5x—2_2
ae,vrljelxliqfx—wlﬂ e = %
(b) Neka je sada tacka nagomilavanja a = —2. Uo¢imo sada proizvoljan niz realnih brojeva a,, € D, a,, # —2
3a2 + 5a, — 2
sa osobinom lim a,, = —2, dobijamo lim %. Zbog a, * —2 je
3az + 5a, — 2
By = e, — L) =
e e . 3xT +br—2
Dakle, vrijedi xlir£12f(x) = xll,n_lg —53 - -2.

Navedimo sada Cauchyjevu defniciju limesa funkcije f u tacki a koja je ekvivalentna Heineovoj definiciji
limesa funkcije f u tacki a.

DEFINICIJA 7.28 (Cauchyjeva definicija).

Realan broj L je limes ili grani¢na vrijednost funkcije f : D = R u tacki a € D', ako za svaki realan broj
€ > 0 postoji realan broj § > 0 takav da je

(xeD\{a})|xr—a|<d=|f(z)-L| <e.

Ako je a izolovana tacka skupa D, onda za grani¢nu vrijednost funkcije f u tacki a uzimamo broj f.
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L+es
L
L —¢9

o . . x
a—6 4 a4+

Slika 7.30: Kada je x € (a — d,a + §) tada je f(z) € (L—¢,L +¢)

PRIMJER 7.18.

Izraéunat% limese

2% + 3z — 2 C Jr-1 . 2-vVz-3 -8
(1) hm (2) 11 T $1_)1 -1 (4) ili%m, (5) 11 m \/_ 2
Rjesenje.
22
-9 -3 +3
(1) lim 2 =limw=lim(x+3)=6;
z—=3 T — x—3 ZL‘_S r—3
. 227 +3r-2 . (2r-1)(xz+2) R
@ Jm, =y =l oy s e )=
V-1 lim V-1 1 1
(3) lim ——— =1 = lim ==
=T T (E-DGED) e VEel 2
. 2—=+Vz -3 2= Vr—-3 2++Vx -3 . 7T—x 1 . -1
(4) lim ————— = lim —; . = lim — . = lim
=7 pf —49 w7 =49 24 yr -3 =272 —-49 24z +3 T (zx+7)(2+Vr+3)
-1
_14(2+\/E)’
-8 +2YT +4 —8) () +2Yr +4
(5) lim —— = lim i (\/_)2 Vo = lim (2= 8)(Vz) Ve )=lim(%)2+2%+4)=12.
z—8 \/5—2 -8 Yr—2 (Yx)2+23Yx+4 -8 (x —8) -8

O

7.4.2 Jednostrani limesi

Posmatrajmo grafik funkcije f(x) = sgnzx i dva niza (a,,) i (a,) na Slici 7.31. Sa Slike 7.31 vidimo da a,, — 1,
dok a,, — —1.

flag) =1

Gy @y g ... -

Slika 7.31: Grafik funkcije f(x) = sgnx

Zbog situacije data na prethodnoj slici uvodimo sljede¢u definiciju.

DEFINICIJA 7.29.

Neka je f: D - Ria € D'. Kazemo da je graniéna vrijednost (ili limes) funkcije f u tacki a sa lijeve
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strane (ili lijeva grani¢na vrijednost) jednak L_ i piSemo

lim f(z)=L_,

r—a_

ako za svaki niz (a,) iz D, a, # a, koji slijeva konvergira ka a niz vrijednosti funkcije (f(a,)) konvergira
ka L_. Analogno se definiSe i grani¢na vrijednost funkcije sa desne strane (ili desna grani¢na vrijednost) i
oznacava

L, = lim f(z).

Takve limese zovemo jednostranim limesima.

Limese JJl_i)r_noo f(z), xl_l)rjloo f(x),... definiSemo analogno Definiciji 7.29. Neka je a € R U {—o00, +00}. Tada je

L= :lﬁliltllf(x), LeRU{-00,+00}
ako i samo ako za svaki niz (a,), a, € D \ {a} vrijedi
My, = lig, f(an) = L.

Racunanje limesa znatno olaksava sljedeca teorema.
TEOREMA 7.5.
Neka je

(4) @0 € [a,b];

(i1) f, g:[a,b] » R gdje je D =[a.b] ili D = [a,b] \ {zo};

(i74) postoje a:llg:lo flz), zli_glo g(x).

Tada

(a) postoji Jgrilo[f(w) + g(x)] i vrijedi Jjgrgo[f(x) tg(x)] = Jim f(z) £ Jim g(x);

(b) postoji lim [f(z) - g(x)] i vrijedi lim [f(z) - g(z)] = lim f(z)- lim g(z);

(¢) ako postoji lim g(x) # 0 i g(x) # 0 u nekoj okolini tacke xy, postoji i lim 1) i vrijedi lim f@) =
L 22, 5@ 22, 5@
lim f(x)
T
lim g(xz)’
T

PRIMJER 7.19.

Izra¢unati limese

1 1 2 +4 2 +4
W S5 B v (20 L5 8) (i (D18 g i B) iE g
42® + 4z - 3 3¢ +4x -5 4 40® - 3¢° - 22" -z +1
(6) lim ———— " (7) lim ———— 2 (8) lim ———":(9) lim ——— T .
z—+00 3r° — 3z + 1 z—+o0 % — 3 + 1 zo+00 % 4+ + 11 z—-00  —Hrc + o+ 11
(10) lir+n [m(\/x2+1—x)} ; (11) lim [m(\/x2+1—x
Rjesenje.
(1) 111111(3—\/1—35):(3—\/1—1):3;
1
(2) Sa Slike 7.32a vidimo da za z — 0., f(z) = +00, pa je ,11%1 - = +oo.
1
(3) Sada sa Slike 7.32a vidimo da za x — 0_, f(x) —» —00, pa je li%l 2 = —%.
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) uvedimo smjenu )
. x" +4 | vidi Sliku 7.32b . (B=e)"+4
(4) 1 = lim
z—3. T—3 r=3—¢ €50, —€
e— 0,4
) uvedimo smjenu )
(5) 1i x”+4 | vidi Sliku 7.32b | _ I B+e) +4 4o
chg,,m—3 r=3+¢ _gl)0+ € - ’
e =0,
40 + 42 -3 2 4+5-5 4
(6) lim ——— "2 o fim = 2
vot00 3t —Jw+ 1 27 wore 3o 24— 3
3P +4x-5 o St
(7) lim —f————:— = lim 3 — =0.
zoto0 2% —3r+1 x wote0 | — 4 4
(8) 1l z4ds -z o li prd-y +00
im ———— ¢ — = lim = .
I VI e B
3% 92 e 1 22 3p—92-14 L
(9) lim T T o i £ — oo,
z—-c0  —Hr 4+ g+ 11 T z—=00 —5+;+?
241+ 1 1
(10) lim [x(\/x2+l—x)]:u= li as == lim =3
T—+00 $2+1+$ m—>+oo,/$2+1+aj r—+00 1+m1_2+1
(11) lim [a:(\/a:z +1- x)] = —00.
xr——00
Y
T— 3
3
(a) Grafik funkcije f(x) = i b)z—-3_ixz—3,
Slika 7.32: Grafici funkcije f(z) = i islucajeviz — 3_, z — 3,
O
Limes lim,_, (1 + i)aj
1\%
Poznato je da za lim |a,| = oo vrijedi lim (1 + a_) = e. Neka f(z) — 00 za © — o0 i neka a,, — 00 za
n — 00 tada je po Definiciji 7.27
1 flan)
lim (1 + ) =e,
n—oo f(a'n)
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odnosno

lim (1 + —) =e
z—00 flx)

Uvrstavajuéi  umjesto f(x), dobijamo

li 1 1$_
lim +2] =e

Neka je
. 1\® uvedimo smjenu . 1\t . F—1\t
lim {1+ =] = t=-—x =lim|(1-+ = lim | —/—
Tr——00 xr t = +00 t—o00 t t—00 t
1
. £\ 1\t
=}Eg(—t_1) =}Hg(1+—t_1)
dakle
1 x
A (1 * 5) =e
Dalje
uvedimo smjenu
i 1 t=1 i (14 1)
r = x = - =
o0 (1+2) sada e ( t T ) &
t — 00
pa vrijedi

1
liH(l)(1+(E); =e

sinx

Limes lim,_o =

(a) Neka je prvo 0 <z < 7.

Na Slici 7.33a predstavljena je trigonometrijska kruznica, znamo njen centar je u koordinatnom pocetku i
poluprecnik joj je 1. Sa iste slike vidimo da vrijedi sinx < x. Sa P13 je oznatena povrsina kruznog isjecka
koji odgovara duzini luka 2 (oznacen plavom bojom), dok je sa Ppocp 0znacena povrsina trougla AOCD.
Kako je OB = cosz, AB = sin x, CD = tgz, OD = 0A =11isnz < z, Pxoap = %cosxsinx < %sinz,

POA’TB=%-1-x,PAOCD=%~1~tgx7toje

1. 1 1t
5SinT < 57 < 5tgr &

sinz <z <tgzr &
sinx
COS X
x 1
- < —
sinzx COS T

sinx
cosx < = < 1.

sinx < x <

(b) Neka je sada —3 <z < 0. Sa Slike 7.33b je

|sinz| < |z| < |tgz| <

x 1
- < —
sinx COST
inx
cosr < |—| <1

a kako je

w| = =SB2% = S8% e je i u ovom slucaju

-z z

sinx
cosT < —— < 1.
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Sada pustimo da z — 0, kako je liH(l) cosx =1, to je
xr—

tangensna osa

(a)0<z<?

Slika 7.33: Trigonometrijske kruznice

PRIMJER 7.20.

Izra¢unati limese

tangensna osa

(b) -2 <z <0

T+l 2 T 2z
x 3r—4) 3 ' —=2x+1 ctez e’ -1
1lim( )'QIim— - (3) lim | =227~ . (4) lim (1 + sinz)®*8%; (5) lim :
():c—wo r+1 ’()z—wo 3r+2 ’()z—wo 2 — A4y + 2 ’()x—>0( ) ’()x—>0 3x
h
a —1 In(a +z) —Ina
6) lim (7)) lim ———.
(6) lim ——; (7) lim ~
Rjesenje.
| S 1 S A S 1) | S o S
1 im(—)=im TP ) st (14— | = lim [ 14— = lim i
( ) zooo \T + 1 T—00 r+1 T—00 z+l T—00 z+l T—00
-1 -1
_ elimmﬁmﬁ _ 6_1.
, " 3x+2 -6 a+l
| 3z —4\% | 3z+2-6\F | L) L e
2 im | —— = lim | ——8 — = lim|1+ — = lim e3=+2 3
-6
w6z limpoe S 2
=lime% s =¢ =~ %z =g3
xTr—00
. 22-dm+2 2ol
22-1  22-4x
. T —2r+1 . 2 —dr+2+20—1 . 1 R ) 21,
(3) lim = lim =lim |14+ 5—— = lim ee2-4e+2
g—oo | 22 — 4 + 2 T—00 22 —dx +2 00 z?—dz+2 00
a1 2z-1
2225 .ﬁ limg oo T3 2
= hm 612—4z+2.z2 =e 7+$72 =e
xr—00
. . § ) . 1 oing . in . co52 i
(4) lim (1 + sinz)"®" = lim (1 + sin )Tz S0 T8 = Jiy 7" sine = Moo €8T 2
T x—0 -0
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7.4. Limes funkcije. Nneprekidnost

uvodimo smjenu

2z 1=t
.o —=1 . . . . 1
im = pa je = lim - = lim = lim — = -
(5)10 3x %03 103 %0 2 =
T v = %1n(1+t) - 51n(1+t) t— Zln(1+t) - ln(1+t)2‘ }gin&ln(1+t)2"
t—0
1 2
= 3 =73
Inlim(1 +¢)2 3
t—0
uvodimo smjenu
h ah -1=t
(6) Tim 1 = aje = i =i = !
hoo ko L pln%prt) T 00 MmOy T $50 WO+ CIn(1+0)
= Tha Ina tlna lim ——%—
50 t-0 Ina
. In(a+z)-Ina . hlaTTz ) T\: ) ry%z.t 11
(1) il_r% = —3101_1)% —glvl_r)%ln(1+a> —1ni1_r{1(1+a> =Ine® = 2.
]
PRIMJER 7.21.
IzraCunati limese
. sin 5x tg4 sin 2° —CcoST . sin 6x
(1)t 55 (2 B s (9) i i () iy S )ty o
1
(6) lim(1 +tgx)“g”f (7) lim (cos &) =7 .
xTr—
Rjesenje.
(1) 1 sin bx — 1 sin bx _ sin bx 5 5
2m0 6T am0 58 220 Bz 6 6
sin4x sindx 4x
(2) lim tg4$ e 4z cosdz dx =1 4z cosdx _ Z_L
x1—>0 sin 7x ml—% sin7x | Tx B zlir(l) sin 7z Tx - 7
Tx Tx
sin sinx 5 sinx
. . 5 _ 5 2
(3) }:IE% (Sina:)‘3 B glgl—{% sin®z 23 T 250 sindz z =0.
$3 $3
_ l-cosz . 2sin®5  sinf-sing 1 1
W= "M~ 27T
sin 6x sin 6x \/x +4+2 sin 696 Sln 61‘
(5) }:1_'0 = lim = lim (\/ 4+ 2) oz (Vx +4+ 2)
Vo +4 Ve +4-2 \/x+4+2
im(l+tgx = lim +txtf=’¢ ime®" =e¢ =e.
6) li ! 1 g ctgx li 1 g ‘tgx-ctgx =1 ! tgx-ctgx 1
r— xr—
—2sin?
) L . L. (cosz—1)—5— . (coax 1) —%— 4;;,; z ,0?2 z
(7) lim (cosz)sin?= = hm(l + cosx — 1)cose-1 sinfz = |im sin?z = lim e 705" 3
z—0 2 hm 2 ) :r—»O z—0
= hme4cus % =e 220 Y eos? % = 6_5.
z—0
O
7.4.3 Asimptote funkcije
DEFINICIIA 7.30 (Asimptote).
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(1) KaZemo da je prava y = kz + n desna kosa asimptota funkcije f : (a, +00) — R, ako vrijedi

lim [f(x) - (kxz +n)] =0. (7.13)

Tr—+00
Analogno definiSemo i lijevu kosu asimptotu.

(2) Ako je k =0, kada z — +00 pravu y = n zovemo desna horizontalna asimptota, analogno se definiSe i
lijeva horizontalna asimptota.

(3) Prava z = c je vertikalna asimptota funkcije f, ako je

lim f(x) =00 ili lim f(z) = oo. (7.14)
Y f(x) Y Y fl@)||z=c
y=kx+n
f(z)
y=n
T T x
(a) Kosa (b) Horizontalna (¢) Vertikalna

Slika 7.34: Asimptote

Formule za konkretno odredivanje asimptota dobijamo iz Definicije 7.30. Horizontalnu asimptotu ra¢unamo
po formuli

n = lim f(z)

xTr—00

vertikalnu asimptotu po formuli

lim f(z) =o0ili lim f(z) = o0

T—co r—Cy

Odredivanje kose asimptote svodi se na racunanje koeficijenata k i n. Postupamo na sljedeéi nacin: Iz
lim [f(x) = (kz+n)]=0
r—1+00
je

Tr—+00 r—+00 x

lim I[W]=O@ lim x[@—k—ﬁ}=0,

sada je

k= lim f(x)

z—+o0 T

i posto izracunamo k, n ratunamo po formuli

n= lim [f(z) - ka]

Na isti na¢in racunamo i lijevu kosu asimptotu.
PRIMJER 7.22.

Odrediti asimptote datih funkcija
3
(1) f(a) = 252 (2) f(a) = 25222,

Rjesenje.
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POGLAVLJE 7. FUNKCIJE 7.4. Limes funkcije. Nneprekidnost

(1) Definiciono podrugje funkcije f je D = R\{—4}ili D = (—o0, —4)U(—4, 00) . Ispitajmo postoji li horizontalna

asimptota.
3
2t +3 =z 2+
im :— = lim =2,
z——00 X + 4 X x—»—oo]_+é
xT
3
20+3 w 2+

lim lim z =2

st T+4 T X x—>+oox+é ’
T

funkcija ima i lijevu i desnu asimptotu y = 2. Odredimo sada, ako postoji vertikalna asimptota. Funkcija
ima prekid u tacki —4, ispitajmo ima li u ovoj tacki funkcija f vertikalnu asimptotu.

oy 20+3 “VOdl_mffr_nJ;n“ gy A3 52
z—l>l;rzll, r+4 = _sl»r& —-4—-c+4 _sl»r(l;lJr - -
e — 0,4
g 43| wodimo smjenu C 2(-4+e)+3 . -b5+2
lim r=—-44+¢ =lim ————— = lim ———— = —o0.
r—>-4, r+4 e—0, —4+4+ec+4 e—0, 3
e — 0,4
Dakle vertikalna asimptota je z = —4. Kose asimtpte nema, jer postoji horizontalna asimptota.

(2) Definiciono podrugje funkcije f je D = Rili D = (—o00, +00). Ispitajmo postoji li kosa asimptota. Odredimo
prvo k

—225+2-9 3 3 1 9

o f(x) T . =2 +zxz-9 =z . 2+ 5 -5
lm —=lim ———=lim —:— = lim ———— = -2
z——00 L L——00 € T——00 x° +x x T——00 1+ =

odredimo sada n

3 3 3
. : -2z +x -9 T2 +r -9+ 22 +20
i (f(2) = k) = lim_ (T * 25“) gi? i
3r—9

1l
g
1l

pa je lijeva kosa asimptota y = z. Desna kosu asimptotu ra¢unamo na sljedeéi nacin

—22%42-9 1 9
o f(®) . T =20 +2-9 27 245 -
lim —= lim ———=lim ——— ! — = lim ———— = -2,
T—+00 x T—+00 xr xr—+00 x3 + x x3 T—+00 1 + LQ
T
odredimo sada n
3 3 3
. . -2z 4+x -9 . —2r"+xr -9+ 2z + 2z
lim (f(z) —kz)= lim | —5———+22|= lim 5
T—+00 T—+00 x4+ 1 T—+00 x4+ 1
3z -9

= lim =0,

Pa je desna kosa asimptota y = x.

7.4.4 Neprekidnost funkcije

Neprekidnost funkcije ja veoma vazna osobina funkcija i neprekidne funkcije su veoma vazna klasa funkcija.

Na Slici 7.35a predstavljen je grafik neprekidne funkcije, dok je na Slici 7.35b grafik prekidne funkcije. Sa
grafika vidimo kod neprekidne funkcije mozemo doéi od tacke A do tacke B da ne dizemo olovku sa papira, dok
kod prekidne funkcije to nije slu¢aj, moramo diéi olovku od papira na dijelu grafika koji odgovara argumentu
Zg-

DEFINICIIA 7.31 (Neprekidnost).

Za funkciju f : (a,b) » R, kazemo da je neprekidna u tacki zy € (a,b), ako ona ima limes u tacki zq koji
je jednak f(zq), tj. ako je
lim f(@) = f(z) (7.15)

Funkcija f : (a,b) — R je neprekidna na intervalu (a,b) ako je ona neprekidna u svakoj tacki intervala
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Y
Y
B
B flz
() )
A
A
. x
T Lo
(a) Neprekidna (b) Prekidna
Slika 7.35: Grafici neprekidne i prekidne funkcije
(a,b).

Kazemo da funkcija ima prekid (ili diskontinuitet) u tacki zy € D, ako ona nije neprekidna u tacki x.
NAPOMENA 7.5.

Ako je funkcija f : (a,b) ~ R neprekidna u tacki zy € (a,b), onda za proizvoljan niz (a,) iz (a,b) koji
konvergira prema tacki xo, odgovarajuéi niz funkcijskih vrijednosti konvergira ka f(zg). Pa vrijedi

Jim F(e} = lm (@)= fee). (7.16)

PRIMJER 7.23.

Ispitati neprekidnost datih funkcija

sinz, z <
r+1,z<1

(1)f(a:)={ ; (2) f(@)=qz+1-F, 2> 2 A2 <3

2
- +9, x>1 9
x5, x >3

Rjesenje.

(1) Domen funkcije f je D = R. Ispitajmo da li je funkcija f neprekidna u tacki x = 1, u ostalim tackama
domena je neprekidna. Vrijedi

F(1)=1+1=2

lim f(z)= lim(z+1) =2
r—1_ r—o1_

lim f(z) = lim (—2” +9) = 8
-1, -1,

Ako vrijedi lim,,,_ f(z) = lim,_,, f(z) = f(a), funkcija f je neprekidna u tacki a. Vidimo u nasem slucaju
to nije ispunjeno, jer lim,_,; f(z) =2 # 8 = lim,_,;, f(z), pa funkcija f nije neprekidna u tacki 1, tj. ima
prekid.

(2) Domen funkcije f je D = R. Ispitajmo da li je funkcija f neprekidna u tackama x = % ix =3, u ostalim
tackama domena je neprekidna.
T o
f (5) =sinf =1

lim f(z)= lim sinz =1
o7 g
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lim f(z)= lim <x+ 1- g) =1,
z_)5+ w_)5+

vrijedi lim, = f(z) = lim,_,z flx) = f(g), pa je funkcija f neprekidna u 7. Ispitajmo sada neprekidnost
u tacki z = 3. Vrijedi

™

m
f(B)=3+1-5=4-3
. . ™ m
lip f) = Jim (1 -5) =43

. o 2 _
g )=l e =,

posto je lim, 3 f(z) =4 -7 # 9 = lim, 3, f(z), funkcija 3 nije neprekidna u z = 3.
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7.5 Zadaci za vjezbu

Linearna funkcija

1.

Date su funkcije

(a) 22 =5y =10; (b) 3z +4y—-12=0, (c)y=05x+4, (d) y= -2z - 3.

Odrediti definiciono podruéje funkcija, nule, znak, tok i nacrtati grafik. U kojim tackama funkcije sijeku
r—osu, a u kojim y—osu?

U funkciji f(x) = (a—1)x — (a+2) odrediti parametar a tako da grafik funkcije sijece x osu Cija je apscisa
T = 5.

U funkciji f(z) = mx — 3 — m odrediti parametar m tako grafik funkcije prolazi kroz tacku A(-3,—5).

U funkciji f(z) = (a — 3)z + 2a + 5 odrediti parametar pod uslovom da grafik funkcije
(a) prolazi kroz tacku A(3,-1); (b) sijete y—osu u tacki ¢ija je ordinata y = 5.

U funkcijama f(z) = (a—3)z+a—21g(z) = (2a+1)x—(3a — 1), odrediti parametra a tako da im grafici
(a) budu paralelni; (b) budu podudarni.

U funkeiji y = (2m — 3)x + m — 1 odrediti parametar m tako da grafik sa x—osom zahvata
(a) ostar ugao, (b) tup ugao; (c) ugao nula stepeni; (d) pravi ugao.

Predstaviti graficki prave
(a) y=-2; (b) y=25; (c) x=4; (d) z=-0.5.

Kvadratna funkcija

1.

Date su kvadratne funkcije

(a) f(z) = 2>+ -3, (b) f(z) = —22% — 22 + 1; (c) f(x) = %xZ +x-3; (d) f(z) = —2% = 2v/3z + V6.
Odrediti definiciono podrucje, nule, ekstremne vrijednosti funkcije, nacrtati grafik, te odrediti znak i tok
funkcije.

Odrediti za koje su vrijednosti parametra m sljedece funkcije negativne za svako z
(a) f(z)=(m+ 5)z° + 2ma + m — 3; (b) f(z) = ma® +2(m + 7)z +m + 5.

Odrediti za koje su vrijednosti parametra m sljedece funkcije pozitivne za svako x
(a) f(z) =ma” +2(m—-3)z+m—1-3; (b) f(z) = (m+1)a> —=2(m+3)z+m— 1.

. Data je funkcija f(z) = az”+ba+c. Odrediti parametre a, bi ¢ tako da je f(2) = 0, f(-2) = 8i f(3) = —7.

Data je funkcija f(z) = az® + bz + c. Odrediti parametre a, b i ¢ grafik funkcije prolazi kroz tacke
A(5,0), B(4,-3) idaje f(2) =5.

Eksponencijalna i logaritamska funkcija

1.

Konstruisati grafike funkcija

(a) f(x) = 2% (b) f(x) = 3" (c) f(z)=4"; (d) f(x) = 355 (e) f(z) = 53 () f(x) = 3
(g) f(x) =2"+1; () f(x) =3"=2; (i) f(x) = 4"+3; () f(2) = 57 =1; (k) f(2) = 5= +2; () f(zx) = 5-3.

. Konstruisati grafike sljede¢ih funkcija

(a) f(z) =logyw; (b) f(z) =logzx +2; (c) f(z) =logya; (d) f(x) =logsz—3.

Odrediti oblast definisanosti funkcija ) )

(a) f(z) =logy(—z); (b) f(2) =logy(1—z); (c) f(z) =logy(1 —27); (d) f(z) = logy a7

(e) f(x) = logy Va5 (f) f(2) = logy(z” = x).

Izracunati vrijednost izraza

(a) 3logs 81, (b) 10810 1000, (c) 9'082512, (d) g logs 81+2logs 27—41log, 8; (e) logs 81-logs % -log, 16-log, 8;
(£) logy(1ogs 256); (g) logs(logy 16); (h) 2508125 4 5. 3l08a81, (4) 93+los6 4 gitlogss,

Primjenjujuéi osnovna pravila logaritmovanja sljedece izraze napisati u formi zbira, razlike ili neke njihove
kombinacije

:E34 a4 T a2 a2_b2
(a) log 22532: (b) log J5ls (c) log {557 (d) log H{5=0s).
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6. Logaritmovati sljedece izraze

o2 2 3 1 -2 T
() 2 = Pt (0) w = (4a’Vaba™)" s (¢) v = {27

7. Odrediti « iz jednakosti
(a) logx = 2logm + 4logn — 3loga — 5logb; (b) logx = 3loga + %103;7 + %logb —3logh.

8. Koristeci logaritmovanje i kalkulator izrac¢unati
0.45

17 .
(a) logy 3; (b) logs 14; (c) 2350 -1.05'"5 (d) (2) 75 () 5 V3.I866; (f) 'VI00; (g) ¢/57%%;
3 3. /s 17569 67635
(h) V1+35 O Vs — Viases -

Aritmecki i geomerijski nizovi

1. Odrediti aritmeticki niz ako je
a1+a4=22 a5—a1=44 a2+a8=10
(a (b) c
as + a5 = 34; as + ay = 64; as - a7y = 21.

2. Ako je ajg = 109 i d = 5 odrediti Ss.
3. Ako je a; = £ i d = 2 odrediti Sy.

4. Rijesiti jednacine
() 1+44+7+...4+2=210; (b) 3+7+...+z =465;
() (x+1)+ (x+4)+...+ (z+28) = 155.

5. Odrediti geometrijske nizove ako je

(a) {01 +a =6 (b) {02 —a; =5 © {ag + a3_= 6

as + ag = 20; asz — ay = 30;
6. Odrediti ¢ i n, ako je a1 = 2,a, =321 5,, = 62.
7. Odrediti a,, i Sy, ako je a; =2,n =81i¢q= 3.
8. Odrediti a,, 1 S,,, ako jea; =8,q=-11.5, =8.

Brojni nizovi

1. Izracunati grani¢ne vrijednosti

. 2n-3 . 3-2n—4n? oot +3ion+1 _ n? —4n + 11
@) M frrs )i, s s O, s W e
Vn2+3 -2
(e) lim n—; (f) lim n—; (g) lim (Vn+ - \/ﬁ),
no+oo N+ 4 n—+00 m n—+00

(h) lim (\/n2+n—3—n);(i) lim (\/n2+2n+2—\/n2—4n+3);

n—+00 n—+0o

() hl}l (v3n+ —v3n+5);(k) lir+n (\/Sn+ —v32n);
n—+0o n—+0oo

W 1 3n° +n—12 () 1 1+5+25+... +5""
111 ; (m) lim :
n—otoo 1 +24 ...+ (2n—1)+2n’ notoo 1+ 2444, . +27717

1 1 1
(n) lim (1+—+—+...+ );

n->+oo 10~ 100 1omt
(o) li R R . ;
T 223 T i+ D) T (ne D)+ 2) ]
) 5 n ] 1 2n+2 ' n+4 n
o i (4 7) @ (e )0 (F5)
. M +6 3n-5 . 3n— 92 2n+4
(S) 77,1—1>r-+r—100 ( 2n — 5) ; (t) nl—l>r-+r—100 ( 3n + 4) ;
5 n’+n 2 3n-1
. 6n° +n+3 : 2n" +2n+3
(u) lim — T ; (v) lim 5.2 . 1o ;
n-+o00 | 6n° +n + 1 n—o+oo |\ 20 4+ n + 2

(w) lim n[lnn—In(n+2)]; (x) liril 2n [ln(2n2 +3n+2) - ln(2n2 +n+ 1)] .
n—+00

n—+00
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Osnovne osobine funkcija i grani¢ne vrijednosti funkcija

1. Odrediti definiciono podrugje sljede¢ih funkcija

() f@) = VBT =5 (b) f(2) = V=a? —2 7 1% (0) f(a) = 2pr:

z+3 2x+3
(d)f(x)=m;()f()— -
(f) fla) = VAT =2 =24 ————: (g) f(2) = In(3 - 2°);
¢+ 2x -3

In(5 + 4z — 12)'

Vo —2 ’
() f(x) = axcsin5a — 4); (1) () = aresin ol

3?
x+4 z+1
(1) f(z) = arccos =05 (m) f(x) = arctg yrt

(h) f(z) =log(z —2)% (i) f(z) =

2. Ispitati parnost, odnosno neparnost sljede¢ih funkcija

r—3 22 —4 7
() (o) = T3 () f(@) = s () S(2) =

sinxcosz’

i () f(z) =

3" -37"
z? tgx '

(@) f(z) = Yz -4)" + (1 =-30)% (e) f(z) = ln

3. IzraCunati osnovni period sljede¢ih funkcija

(a) f(z) =sinz; (b) f(x) =cos3x; (¢) f(x) = 2?2z + 4.

4. Izra¢unati limese

+1)° 20> — 2 +3 20> -3 -4
@ i EH ), B3 23
r—-+00 4 z—o+00 ° — 81 + 5 r—+00 $4+1
2
. -2z . 1 3 \/E—l
(d) il—%z2_4gg+4’ (e) il—n»%(l—x_l_x?’)’ (f) I 316_)1 r—1°

(e) lim \/_—8 5 2—+vx -3 (i) 1 x—8
m ——-——-- (1 1m ]
& w—»64 \/_ 4’ -7 (52—49 ’ -8 %—2’

(G) lim x+a; (k) lim (\/az2—5x+6—x); (1) lim z(Va?+1-2z);

T—+00 \/E T—+00 T—+00
4 4
(:U+\/ac2—l) +(:1:— mQ—l)
(m) lim I ;
T—+00 €T

5. Izracunati limese

. sinbx . 1—cos3z
(a) alcl—r}(l) sin 22’ (b) alcl—r»% 22 ’
. sinz —cosx . 1 . tgxr—sinx
(c) il_r)r% T—tgz (d) glﬁl_rz%xsm 7 (e glﬁl_r)r(l) 3
1-22 . 1-y/fcosz - V1l+sinz—+V1-sinzx
®) glﬁl_rg sinma’ g) glgli% 22 p () il_r,% x ’

6. Izracunati limese
. z+1\* ) x—1\* . 2x + 3\
(a)xli?loo(QxH) ’ (b)xlirfoo(xﬂ) ’ (C)xll?oo(%q) ’

2 — 2 +3

2?2 =3z +1 3z -2’

r—+00

3z—4
(d) lim ( ) i (e) ZEIPW [In(2z + 1) —In(2z + 4)] -

In(3z + 3) — In(3z — 1) In(2z* + 3z + 3) — In(22° + 32 — 1)
m

3" -1 -1
() lig 2 () tim T () lim (V3 1);
ax bx
(K) lim & (V2= 1); () lim 2(e* = 1); (m) lim ——;
r—00 00 xTr—
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POGLAVLJE 7. FUNKCIJE 7.5.

Zadaci za vjezbu

.

10.

11.

12.

Izracunati limese

1 1 —e 7
(a) alvi_r)r(l)(l +sinz)=; (b) 111%(cos x)=; (c) JlLi_)0 1sinex
(d) Ilim (ctgaz)lnlz
(¢) Tim Vi—tgz —+/1 +tg307
P sinz
() ilgg)(mﬁ)% () Jim B2 (h) lim(cos )
(i) lim Vigho - 1 ¢ hm(e + sm3x) ;

220 (V1 + 2sinz —1) @0
(k) lim(sin2)""; (1) Tim(cos )

(m) hm(l + 3tg $)Ctg * (n) lin(l)(sinx)tgz;
(o) hII(l)(COS.’L‘)m.
Zadana je funkcija f(x) = 4z — 3. Izracunati li?oo[ln(f(a:)) —In(f(xz-1))].

Ispitati neprekidnost sljede¢ih funkcija

sin 2x 0
(a) f(:v)={ g el

2za x =0.

4 za x = 2.

x2—4 5
(b) flz)={Z—2 2T*2%

Dodefinisati funkciju tako da ona bude neprekidna u datoj tacki

(a) f(z )—\/_—_?)_utaéki%:l;
(b) f(x) = % u tacki zg = 0.

Odrediti parametar a € R tako da funkcija bude neprekidna za Va € R, ako je

sin(z® - z - 2)
(a) f($)={—(£—2 za xr * 2

azazx =2

2 <
W s {772
Izracunati asirnptote funkcija )
@ 1) =T 0 50 = T @ 1 = T
2 >

@ S = S 0 ) = S22 o) g )= 28—
(®) Fa) = 575 () fla) = ae* ™% 0) fla) =
0) S0 = S5 09 S0 = % T ) =

z-3 | _($2+2)V3x2—1.
(m) = () (@) = S
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Indeks i pojmovi

apsolutna vrijednost realnog broja, 8 rang, 51
regularna, 47
Descartesov pravougli koordinatni sistem, 73 singularna, 47
determinante, 39 dijagonalna, 35
algebarski kofaktor, 41 donja i gornja trougaona, 35
minor, 41 format ili dimenzija, 31
osobine, 39 jedini¢na, 36
racunanje vrijednosti, 41 jednake, 32
razlaganje po vrsti ili koloni-Laplaceov razvoj, 41 kolona, 32
komutativne matrice, 34
funkcije kvadratna, 31
arkus kosinus, 103 mnozenje skalarom, 33
arkus kotangens, 104 pravougaona, 31
arkus sinus, 103 proizvod matrica, 34
arkus tangens, 104 sabiranje, 32
bazne i neke elementarne, 97 skalarna, 36
eksponencijalna, 100 transponovana, 36
kosinus, 101 vrsta, 32
kotangens, 102
kvadratna, 98 nizovi
linearna, 97 e—okolina, 107
logaritamska, 101 aritmeticki, opsti ¢lan, suma, 106
sinus, 102 broj e, 112
tangens, 102 geometrijski, opsti ¢lan, suma, 107
gotovo svi ¢lanovi niza, 108
kompleksni brojevi, 21 grani¢na vrijednost niza, 108
algebarski oblik, 22 konvergentan, divergentan, 108
argument, 24 monoton, 109
eksponencijalni ili Eulerov oblik, 26 ogranicen, 108
imaginarna jedinica, 21 osnovni pojmovi, 105
imaginarni dio, 22 tacka nagomilavanja niza, 107
jedinica, 21
konjugovano kompleksni broj, 22 procentni ra¢un, 16
korjenovanje, 27 proporcija
mnozenje, 21 direktna, 16
modul, 24 produzena, 15, 16
Moivreov obrazac ili formula, 27 prosta, 15
nula, 21
operacije: mnozenje, dijeljenje , 25 racun smjese, 17
operacije: sabiranje, oduzimanje, mnozenje, dijel- jednostavni, 18
jenje, 23 prost, 18
realni dio, 22 slozeni, 18
sabiranje, 21 razmjera ili omjer, 15
stepenovanje, 27
trigonometrijski oblik, 25 sistemi, 54
beskona¢no mnogo rjesenja, H4
matrica, 31 Cramerova metoda, 59
adjungovana, 46 ekvivalentni, 54
elementarne transformacije, 52 Gauflova metoda, 57
inverzna, 47 homogen, 54, 66
kofaktora, 46 jedinstveno rjesenje, 54
matri¢ne jednacine, 49 koeficijenti, 54
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Kronecker—Capellijeva teorema, 55
matricna metoda, 58

nehomogen, 54

nema rjeSenja, 54

nepoznate, 54

nesaglasan, 54

netrivijalno rjesenje homogenog sistema, 66
proSirena matrica sistema, 56

rjeSenje, H4

saglasan, 54

trivijalno rjesenje homogenog sistema, 66

skalari, 69
skup

kompleksnih brojeva, 21

teorema

Cramerova, 59
Kronecker—Capellijeva, 55
kvadratna matrica—osobine, 46
Laplaceov razvoj determinante, 41
linearno nezavisne vrste i kolone, 51

neke geom. osobine vektora izrazene preko skalarnog

proizvoda, 77

o broju rjesenja homogenog sistema lin.alg.jed., 66
o broju rjeSenja kvadratnog sistema lin.alg.jed., 58

o jedinstvenosti grani¢ne vrijednosti, 108
o konvergenciji niza ka broju e, 112

o osobinama skalarnog proizvoda, 76

o osobinama vektorskog proizvoda, 82

o racunanju limesa, 109

o reprezentacije vektora iz prostora V3, 72
osobine inverznih matrica, 47

proizvod matrica—osobine, 34

regularna i inverzna matrica, 47
regularna matrica, 47

trasponovana matrica—osobine, 36
mnozenje matrice brojem—osobine, 34

o broju rjesenja sistema lin.alg.jed., 56

vektori, 69

mjeSoviti proizvod tri vektora, 85
ort vektori, 73

osobine skalarnog proizvoda, 76
osobine vektorskog proizvoda, 82
projekcija vektora, 78

racunanje intenziteta vektora, 78
rac¢unanje mjesovitog proizvoda, 85
racunanje skalarnog proizvoda, 78
racunanje ugla izmedu vektora, 78
racunanje vektorskog proizvoda, 81, 82
skalarni proizvod, 76

uslov ortogonalnosti, 78

vektorski proizvod, 80

apscisa, ordinata, aplikata, 73
desni triedar, 80

koeficijenti ili koordinate vektora, 72
kolinearni, 72

komplanarni, 72

linearna kombinacija, 72

mnozenje vektora skalarom, 71
oduzimanje, 70

orjentisana prava ili osa, 72
ortogonalna projekcija, 72
osnovni pojmovi, 69

pravougli koordinatni sistem, 73
predstavljanje vektora, 73
sabiranje, 70

zavisni—nezavisni, 72

Zadaci za vjezbu

Vektori, 87

Determinante, 44

Funkcije, 126

Inverzna matrica, 51

Kompleksni brojevi, 29

Osnovni pojmovi o matricama, 38

Racun smjese, 20

Rang matrice, 53

Sistemi linearnih algebarskih jednacina, 68
Uvod, 9
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